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S^orrebe sttr britten l^uflage. 



SSJenn man bie SQctome ber ©eometrte ate $)^)}ot^efen ober ald 
j£^atfad^en auffaßt, auf meldte bie (Geometrie gegrünbet ift, fo tft man 
toeit entfernt, bie ©eometrie atö ]^)^))ot^ettfc^ ober ald em))trtfc^ ^inju^ 
ftetten; man bejtoeifelt bamit nid^t bie Süd^tigfeit ber ©eometrie unb 
man htUfaupttt nid^t, ba§ ein @a^ berfelben burc^ 93erfud^e unb Seob^ 
ad^tungen erfd^üttert werben I9nnte. Um aud^ ben ®c^ein einer Seru« 
fung auf bie Gm^irie ju bermeiben, l^abe id^ aU bad britte 9($iom ber 
®eometrie, n>e(d^ed mit bem elften Sl^iom bon @udtbed auf gteic^er 
©tufc ber ®eltung fte^t unb ber Seigre bon ben SBBinfeln ber gerablini- 
gen f^tguren jur (Stille bient, ein ^oftulat ber Slnfd^auung angenom^ 
men, »eld^e^ in einem ber frül^ern SSerfud^e ßegenbre'^ über ba« alte 
fireuj ber ©eometrie borlommt, unb burd^ feinen ^ofitiben Snl^alt fid^ 
bor anbern $lequiba(enten au^ieid^net. 

3n ber Stereometrie l^at ber abfd^nitt über bie ^ol^eber außer 
einem 3^^^^^ ^^ ^eioeifen eine (Einleitung erl^alten, in tt)etd&er 9ite^ 
mann'« ©emerlungen über ben einfad^en ober mel^rfad^en ^wfowmenl^ang 
einer ^(fid^e l^injugefügt finb« Slugerbem mar bie 9lnmertung ju §. 5, 6 
unb in ber Trigonometrie §♦ 6, 10 ju berid^tigen. 5Rac^jutragen bitte 
id^ in ber Slmnerlung ©♦ 187, baß rhumb für linea rhombica gebrandet 

tourbe, bi« ba^ bon ©nettiu« (Tiphys Batavus 8. Histiodromice 1624. 

I, 4) gebilbete äBort lozodromia (Eingang fanb. 



Planimetrie. 

6tgti((e. Siunct, ?mit, gtSt^t, Saum; SHJinW, Srde. IJoft)- 
;1 Ott attoblinigen giouren. Kebeiimintel, ©^itetoinlel. 
pteitde. parallelen. Sie SSinW einte $ot?aone. §. 3. »on 
B äiteteifS. Seiten «nb gegenüfietliegenbe aUiiilel. abpSnbe. 
irab ®erabe, Sangenten. §. 4. aSon ben giguten, mtXäfi 
■■' obtt nmgefätieben finb, ffiingef^nebene SBinUt unb 
SIei*e Sogoi (61. ®erabe buri^ einen gemeinf^ftli*en ^unct 
), Utnge((^riebene Sinlel unb ^olqgont (8—10). 
:n gleit&tn unb ä^nli^en »reitden. allgemeine »ebin- 
(onbcw atöSngigleiten (5-6). §. 6. ©ie fiefonberen »let- 
m (1—3). Sfi^omboib, Sta^jeä, ^albirangen, baS gleit^f^fnltlige 
Jtmmnng beS ftreifeS burc^ il ^uncte ober Sangettten, ^B^cn« 
(1— a). ©t6nen unb Eangenteii be9 StcifeB 0«— 13)- §- ''■ 
1 unb a^nliien gigurcn. »ebingungen, bit M fetbp ent- 
:e (1—4). JStguIäie, centrifc^c, (flmmettifiSE giguren (5—7). 
eines SBintel« mit ?atalIeUn. Itieitong oon ©treifen, 

eit bet Alanen »on ipairallelogromnien unb Drei- 
;mme unb Sreiede »cn gleit^en ©afen nnb^iiitieii (1—3). ®a8 
iebme ¥oI?gon (4). ©äße oon flp^t^oflorae, $apnue, Satigaon 
tc eines !Poi5gonfl (to-11). g. 10. giä^enraeHiing. S}ee= 
SflS*en (1—3). Ouabiatuten (4—6). anwenbungen (7-8). 
t*!eit bet 'Sreiede. aflgemeine ©cbingungen (1—2) 3(n- 
: et^nitt §. 12. Sie ö^ntti^tn giguten. «ebingungen, 
t,@i^eln (1—3). ®it M let6(i entfpreifenben etemente (4-6). 
! ®erabe unb geuttbat^'S ÄreiS (7—8). §. 13. Syclomttirie. 
;r beB SwtfeB, annä^erungemel^oben (1—6). SBogen unb Sin= 
ung (9-10). 

icte unb Onftbtate »on ©tretfen. !Pojlti»e unb negatioe 
atjlfinbe eines ^uncteB »on anbern Ipuncten (1-2). fotenj 
ejug auf einen ÄreiS (3—7). SSüfW »onffitetfen (8-12). $«" 
inbte giguien, ©Sfie öon 5ptolemäuS «. a. {13—16). Onabtat' 
n (17—22). gifii^e beS einem Äreife eingef^detenen ®reiec(8 
10). §. 15. IJerimeter unb gIS*e Bon aiguren. ©vsete 
n Perimeter, tleinfiet Sperimetet bei gegebenet wä*e : baB g(el^= 
:elige ©reied, bet ftvtiS, ber ^atbfieie, bie Äteisfegraente, bie 



VI Stii^att. 



©tcrcomcttic. 

§. 1. S)utd^f(3^ttttt öott ^Betten uttb ©ctabcn. Stod (Sbcnen ntlt einem 
aemetnfcJ^aftUd^ett ^unct, bie @bene tinb ble ©etabe, :|)arattcte ©erabc unb (Sbcnen 
(1—5). 3)rei Ebenen, ©erabc bie nid^t auf einer @bene liefen, gerabliniae gläd^en 
gleiten ®rabe0 (6—8). mtttx\ö)t unb gra^^ifd^e Sflelationen, Qualität ^9). §. 2. 
Sinfel nnb 3lbjtänbe Don (Ebenen nnb ©eraben. 9'lormale (Scrabe unb 
(Sbenen, gtä^entioinfel (2—5). Sfltmalpxo\tct{t>xm, Öbftänbe (6—9). SBinfet t)on 
(Ebenen nnb ©etaben (10). 

§. 3. tegel, (S^tinbet nnb Ängel @bene @d^nitte be§ ^egclö nnb (£^- 
Ünber^ (1—3). 2)ie Äuget unb tl^te <^ttitte butc^ eine (Sbene, burA einen 33üf(f>el 
Don ©eraben, bnrd^ eine Äuget (4—8). ^eftimmung ber tuget unb be« ^Rotation«* 
!eget0 burd^ gegebene ^unctc, Xangentenebenen a. f. f. (10—12). §. 4. @|)prit. 
.^aviißth:t% ber f^l^ärif(^e Sinfel, baö f^l^äri^e ^ol^gon unb @egcn:|)ott?gon, i®pce6 
unb gläd^c m 2)reie(f6 (1—5). ^:ßol imb Notare, $oIarflgnr (6—9). ^te f^j^äri- 
f(^en 3)reie(fe (10—11). Ärei§ unb ^^otarlreiö, ba6 eingefi^ricbene unb umgcfc^rie^' 
bene 2)reie(f unb S^ierec!, ©atje toon Seyett u. 31. (12—14). ^efonbere $uncte am 
Xxtxtd (15). S)a§ 5?araKetogramm (16). ?3erinieter unb gtäc^e (17). ®(ei(3^ unb 
ä]^nli(^e giöii^^« (18—19). §. 5. (Srfe, $rigma unb bie :|)erfj3ectii)if(j^eit 
giguren. ?5araUele @(3^nitte, tugelf<3^mtt ber Scfe (1— 3\ 9fiormaIf(i^nitt bc8 
$rignia, congruente @(!^nitte', ÄreiSfjä^itte eine^ (5)?Unbcr6 (4—5). 2Me ^roiectio:« 
neu (6). ^erf^ecti^ifd^e f?iguren mit SoflineationSajcen ober (SoKineationöebeutn 
(7—11). $erf^>ectii)ifd^e Äret«- unb Äugetfiguren, 3fogonalität unb ^omoct^cticitÄ 
(12—16). m\^d öon Äugeln, Äreife eine« Äeget^ unb einer Äuget (17—19). ©te- 
reogra^l^ifd^c ^rojection (20—21). 

§. 6. 2:etraeber unb ?5arattete^i))eb. SKittetfcä^nitte unb ^d^töer^junct 
be$ Setracber^, 2)iagonalen, 2)iagouat'3)reiccIe unb dngefdbriebenc 2^etraeber be« 
^arattetc^ipebS (1—7) 3Wouge'§ ©at? unb bie S^vx be« Sletraeberö (8-10). 
@ldö)t unb ä]^nti(3^e Slaumfiguren, il^re fid^ fetbjl entfpred^enben (Elemente (11—16). 
^el^nttd^e 9laumfiguren (17). §. 7. S)ie ^oli^cber. (Einfad^r, mel^rfad&cr 3"* 
fammenbang. ^njai^ten^il^rer ©den, gtad^en, Äanten (1—4). $tatonifd^e, 3lrd^ime« 
beifd^c, Äe^fter'fd^e unb ^oinfoff(^e $ot^ber (5-7). Gummen ber ^ot^gontoinlet, 
ber (Eden unb gtäd&entoinfet (8-9). 

§. 8. Subatur ber $ri3men unb $^ramiben. ^erl^ättnig ber SSotume 
^on $ri6men (1—6). <B6)x6)tmd^t IBergteidinng öon jtüei Äör:|)ern (7—8). .^erl^ält* 
nig i)on «p^ramiben (9—11). @äfee öon aftonge, W6hm^, ©teiner (12—15). S3o-= 
tum eine« ^ot^eber« (16—17). §. 9. (Subatur ber Äuget unb anberer ÄBr^ 
^er. Sotum ber Äuget, eine« @ector3 unb Segment« berfetben (1—4). «Segment 
einer gerabtinigen gtäd^e jtoifdben paxoSkkn Ebenen (5—8). Slbl^ünaiigfeit beS Vo- 
tums öon ben Ouer^nitten eine« ÄBr^jerö (9—10). §. 10. OberfUd^e be« (£»?- 
tinbcrS, beö Äeget« unb ber Äuget. 3onen toon (5i?tinbern unb Äegetn, 9lo« 
tationSgebitbe. 3iifÄ^*K^nl^ang xn)ifd&en ber i£om|}tanation unb (Kubatur ber Äuget. 

§. 11. S5on ben @(^n)er^)uncten ber giguren. ©d^toer^nnct cineS 
@t?flem8 t)on ^uncten (1—5). ^efonbere ©J^jleme (ß). («Säfee i>on Sagrange, tt^jot» 
toninö u. %. (7—8), @d^toer^)uncte \)on IHnien, gtäd^en. Sfiaumen (9—12). Out«* 
bin^c^^e 9legel (13—16). (£om^tanation unb (Subatur J)rt$matifd^er ©nfe (17—19). 
(Kubatur eine« $ott?eber« (20). 
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Xrtgcncmetric. 

§. 1. S5on bem ®tnu§. ©cftimmitng einer gtgur, (£onjtruction unb S3c* 
xtö^nnnQ, aoniümettifÄe gunction, @inug eineö \p\i^tn WxnttU (1—5). S)a§ red^t^* 
tointclige SDreied, glid^e eine« ©reiecf«, @imi«*@at5 (6-9). §. 2. SSou bem 
(£oftnud. 3)a8 rec^^ttoinfetige 2)reiecf, (£ofinu«fat3 wnb bic burcj^ il^n Wbaren Stuf* 
gaben. §. 3. Sßon bcr 2:angente unb (Sotangente. ®a8 red?tn)in!etige 2)rcied. 
2)aö geraäne 2)reiecf, Tangente eine« l^alben Söinfel«, ®an^'\6)tx 2)o:|)%>elfa^. $o* 
'tl^cnoffd^ 5lufgabe. Xngonometrif(^e IHnien am Greife, ©renjtoert^e. 

§. 4. ©oniomettie. Sintel öon jtoei Oeraben, gunctionen beffetben (1-4)* 
gunbametttalglei(^ungen für ba« 2)reie(f, goniometrif^e 9?elationcn (5—9). Son*= 
nu«*@a^, @nler'6 Oleid^ungcn (lo— 11). glä^e be« S)reie(iS, @äfec Don ©tre^e 
imb g'^uilier (12). m^t öon geuerbac^i, bcr geucrbad^'fd^e Ärei« (13—15). §. 5. 
®:p]^Srifd^e ^Trigonometrie. 2)a8 re^tJDin!elige 2)reie(f (1—4). 2)a§ gemeine 
3)rcie(t, bie @au6*fc^>en Oleid^ungen (5— lo). 2)ie ^ööen nnb bie ^labien ber um«« 
unb eingefd^ricbenen Äreife (11—12). gunctionen ber SÖinfetfumme (13—15). @jp]^ä= 
rifdje fotenj eine« ^uncte« in S3ejug auf einen Ärci« (16). ayiittcttinie be« 2)reiecl« 
(17). gufcimmenl^aug ber ^3tanen unb fpprifd^en Trigonometrie, Segenbre'« @a^ 
(18-19). §. 6. ^oX^gonometrie unb ^]5ol^ebrometrie. gunbamentatglci« 
Äung, ä^fammeni^ang ber ^ol^cbrometric mit ber ^olj^gonometrie (1—4). CtuoDrat 
einer @eite ober glSc^e, @ä^c öon (£amot unb ©auß (5-7). @omometrifc]&e S^ela«« 
tionen (8—10). 3)a« Jplane ^ol^gon, ©ätje Don 2'^uilier unb ». staubt (11—13). 
SSolum be« ^etraeber«, SDiittelfd^nitte, 2lbftänbe ber gegenüberttcgenben tauten, fÄa* 
biu« ber uniacfd^ricbeneu Äugel (1^). ^robuct öon jtvei $oI^ebern (20). 

§. 7. SDie ^rojiectiöif^en gormein. SlpeilungSöerbättniß einer @trede 
unb eine« 3Bin!el«, 3 ^uncte einer ©eraben, 4 ^uncte einer febene, 5 $uncte be« 
Silounie«, 4 $uncte einer tuaet (1—3). ^rojectiöifd^e gormein, @ä^e »on Seba, 
SWenclau«, (£arnot (4—7). vln^armonif^e« 3$er]&ä(tni6 öon 4 $uncten , ©craben, 
(Sbcnen (8—10). Sßierede öon 4 ©eraben, 9lelationen bei 4 ^^Juncten einer ©eraben, 
6 ^uncten einer ebene, 8 ^uncten be« 9Jaume« (11-13). ©leid^ungen Don qnl^ars 
monifd^en SSerl^ältniffen, in«befonbere bei Sinien unb gerablinigen gtäd^en ^beiten 
@rabc« (14—16). m^t öon ?Ja«cal unb «riancj^on (17—18). 3ni)otution Don 3 
paaren, @aft wu 2)e«argue« (19—20). $ole unb polaren bei Linien jmeiten @ra=* 
beS (21—23). 
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§. 1. (SJrunbbeoitiffe. 

1. 3)cr ataum ift o^nc Unterbrcd^ung unb über jcbc®rcnic l^ln* 
au^ a u ^geb el^nt. @tn Ort im 9?aume o^ne Sludbel^nung gebadet, ^eigt 
ein ^unct. Sin Slu^gebel^nte^ ift cnttocber eine ginie, ober eine 
gläd^c, ober ein Öiaum im engern ©innc (Äörj)er^ atsQsdv, solidum). 

Slnf einer ginie laffen fid^ unenblid^ biete ^nnctc nnterfd^eiben, auf 
einer gläc^e unenbltd^ biete ginien, in einem 9?aumc unenblid^i oicie g(ä* 
6)zn. Sine ßinie ift gu beiben ©etten eincd auf il^r licgenben ^uncte^ 
auögebel^nt (in bie Sänge), eine gläd^e ift ju beiben ®eiten einer auf 
il^r liegenben 8inie au^gebel^nt (in bie Sänge unb ©reite), ein {Raum 
ift JU beiben ©eiten einer in il^m tiegenben gläd^e au^gebel^nt (in bie 
8änge, ©reite unb 1)icfe); öinie, glädj^e, {Raum l^eißen be^l^atb nadj^ 
1, 2, 3 5Dimenfionen au«gebel^nt. Sine ginie !ann atö ©al^n (Ort, 
xoTtog) eineö belegten ^uncte^, eine gläd^e al« ©al^n einer belegten 
8inie, ein SRaum att Sal^n einer belegten gläd^e betrad^tet »erben. 

a. Linien merben begrenjt burd^ ^uncte (Snbpuncte), gläd^en 
burd& ginien (Umfang, mQlfiBTQog, TtEQKpiQeia) , 9täume burd^ gläd^en 
(Dberfläd^e, im(pavBici, superficies), unb l^aben jtoifd^en il^ren ®renjen 
beftimmte ®r5§e. 35ie®rö6e einer Sinie l^ei&t il^re gänge, bie ®x6^t 
einer gtädl^e il^re gläd^e (gtäd^cninl^att, area, i(ißa86v, imfpavsia), bie 
©rö^e eine^ 9Jaume^ fein S3oIum (Sör^jerinl&alt, volnmen, capacitas, 
6teQ£6v)\ biefe ©rößen toerben ejtenfibe genannt im ©egcnfafe ju 
nid^t au^gebe^nten (intenfiben) ©rB^^n. 

tJ. üDie einfad^fte unter ben ginien ift bie (Serabe, tt)e(d^e eine 

bou einem "^uncte auögel^enbe 91 i d^ t u n g (unb bie entgegengefefete) an* 

giebt unb nad^ biefer SRid^tung inö UnenbUd^e fid^ erftrecft. ^t)i>t\ ©e* 

rabefinb congruent, b. ^. fiefBnnen fo bereint werben, baß atte'^uncte 

ber einen mit ^uncten ber anbern jufammenfatten, ober toic man lürjer 

fagt, ba| fie fid& betf en (congruiren, coiucibiren). SSSenn jmei®erabe 

2 ^unctc gemein l^aben, f o b ecf en fie fic^ (Sljiom oon ber ®e* 

raben); eine ®erabe ift atfo burd^ 2 ^uncte beftimmt. ÜDurd^ einen 

^unct iönnen unenbtii^ biet ©erabe in berfc^iebenen 5Rid^tungen gejogen 

1* 
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»erben; ic jtoct berfelben fd^nciben fid^ in bem gemcinfd^afttid^en 

$uncte b. 1^. lebe erftredt \\äf auf einer biefe l^inien eutl^attenben ^l&6^ 

bon bem gemeinfc^aftltd^en ^uncte naöf betben ©eiten ber anbern. 

Sine Sinie ^clgt f r u m m (curva), njenn irgenb 3 ^uncte berfelben, 

bie einanber beliebig nal&e finb, im Slügemeinen ni($t auf einer ®eraben 

lieflen. (Sin beflrenjtc^ ©tüd bon einer ®erabcn l^eigt eine ©trede, 

bon einer Surbe ein Soßen (ai-cus); bie ©trede jmifd^eu ben @nb* 

t)uncten eine^ 93ogen^ U)irb bie ©el^ne (cfaorda) be^ Sogen^ genannt. 

@inb A, B, C ^uncte einer ginie, A unb C bur(^ B getrennt, unb 

n)itb ber jn)if($en A unb B entl^altcne ©ogen (©trede) burc^ AB bc^ 

jeid^net, fo erfdj^einen AB unb BC ate Xfftik bon AC, unb man i^at 

AC ^ AB + BC, 

AB := AO — BC, BC = AC — AB, 

AB < AC, BC < AC. 

2)er begriff ber ©etaben ifi ))etm8ge feiner (Sinfa^l^eit ni^t befinirbar, 9li(^tung 
obne bie ©erabc untocrftäublid^. 2)ic alte 2)eflnition (Eucl. I.) „(Sine ©crabe ift 
biejenige Sinie, n^tlö^ s»iWen i^rcn ^unctcn gleichmäßig (/| faov) liegt" ijl an fi^ 
bunfet unb gewinnt erjl Ätat^eit burcit bü« ajiom „ixotx Oetabe f(5lie6en feinen 
Slaum ein", naö) totlö^tm bcbau^tet »irb, baß jtt)ei ®erabe flA beden, tt)enn fic 
mei ^uncte aemein ^aben, nnb baß eine ©crabe i^re Sage mtift iinbern fann, n>enn 
fie in gtt)ei ^uncten feftgci^aUen ift. 2)er alte ©a^: „Sine ®erabe ift bie filrjefle 
iünie }t))if(^en itotx $uncten" ift auö) al9 S)eftnition t)orange{teIlt n)orben. 

4* (Sine gläd^e l^eigt g er abiin ig (9Jegeipäd^e, surface r6gUe), 
mm burd^ jeben ^unct berfelben eine ®erabe fid^ jiel^n (aßt, bie auf 
ber gläc^e liegt.*) !Die SSal^n einer irgenbwie bemegten ©eraben ift 
eine gerabliuige gläd^e. S)ic einfad^fte unter ben gerabßnigen i$(äd^en 
ift bie (Sbene (inl-ntdog, planum), auf ber bie ©eraben liegen, bie 
burc^ einen gegebenen $unct gel^n unb mit einer gegebeneu (^eraben 
einen $unct gemein l^aben. IBenn eine®erabe mit einer Sbene 
2 $uncte gemein l^at, fo liegt fie auf ber (Sbene (Sl(iom bon 
ber (Sbene). 

3mei Sbenen finb congruent. 993enn })])ei Ebenen 3 $uncte 
gemein ^aitn, bienid^^t auf einer® er a ben Hegen, fo beden 
fie fid^; eine (Sbene ift burd^ 3 "ißuncte, bie nid^t auf einer ®eraben 
Hegen, beftimmt. ©inb nämtid^ A, B, C fotd^e gemeinfd^aftli^e ^uncte 
ber (Sbenen a, ß, fo liegen bie ®eraben AB, AC, BC auf beiben (56e* 
neu. ÜDiefe ®eraben tl^eilen icbe ber (Sbenen in 7 gelber, t)on benen 
eine« einen gefd^loffenen Umfang l^at. 3ft nun D ein ^unct \)on a in 
bem gefd^loffenen is^tot, fo ift AD eine ®erabe bon a, unb biefe ®e^ 
rabe fc^neibet bie ®erabe BC in D\ toeil B unb C auf berf^iebenen 



*) 2)tefe Benennung tliljrt toon SKonge l^er. SSgl. Hachette g6om: d^scr. 
1822, pr^face p. 13. 
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©ctten t>on AD (iegcn. Der ^unct D' liegt aber ouf ft a(fo liegt au(i& 
bie ®erabe AD* mit bcm ^unct D ouf /3. Oft ferner E ein ^unct »on 
a in einem anbem gelbe, fo bog g. ©• E unb A auf berfd^iebenen 
©eiten ber ®eraben BC liegen, fo fd^neiben fid^ bie ®eraben AE unb 
BC bcr ebene a in E\ 5Der ^unct E' liegt aber auf ß, alfo liegt 
aud^ bie ©crobc AW mit bem ^unct E ouf /?. 

EqcI. I. frfl&rt bie (Sbene M bie gläd^e, toeld^e jmif^en ben auf il^r gezoge- 
nen ©eraben glei^ntSgig liegt, um (XI, 1) ju fdf^Iießcn, baß eine ©erabe auf ber 
(gbenc liegt, wenn ftc 2 ^JJuncte mit iBr gemein ^at. (5tn)a« beut(i(i^er ijat ?ctbtti| 
bie @bene unb bie ©erabe babur(^ erll&rt, bag iene ben unbegrenzten 9taitm, biefe 
eine unbegrenjtc @bcne in upei cougruente 2:i^eite jerfd^ncibet (©rief an ©iorbano, 
ed. Gerhardt I p. 196). 2)eftnitioncn ber (Sbcne , »eltbe ba8 Äjciom „SBcnn eine 
@erabe mit einer (Sbene 2 $uncte gemein l^at, fo liegt ^e auf ber (Sbene'', t>er§üat 
ober unDerMUt enthalten, flnb ungul&fflg. 

©emertcn^toertpe 9ßerfud?e, jene« Äriom jum 2:i^eorem ju erljebcn, flnb in neue- 
rer 3^it gemacht n)orben. S)eal^na (Demonstr. theorcmatis, esse sa^erficiem 
planam. Dissert. inang. Marburg 1 837) conflmirt bie @bene \>\ix6^ Flotation eined 
teinfeW um einen feiner ©d^enfel mit ber SBebingung, baß eine concentrifii^e Äugel- 
f(5((e in itotx congruente Sl^eile jerfd^nttten merbe. (^auß ifl ber 9Reinung gerne« 
fen, baß 2)ea]^na*0 SDarflettung toon einigen SWängcln, bie in i^r ani^utreffen fuib, 
ftd^ befreien laffe; in feinem 9^aci^laß bepnbet fw^ ein biefen ©egenftanb betreff enber 
«uffa^. auf d]Jnli*e «rt baben (Krelle (3ourn. 45 p. 15), ©crling (firette 3. 
20 p. 332), (grb (bie Probleme ber ©erabcn u. f. », ^cibelberg 1846) ba« ^(jiom 
toon ber @bcne ju befcitigen gefuc^t. Unter ben gcometrifd(>en Objecten flnb Junäc^>fl 
tti(i^t bie ®erabc unb bie (Sbcne, fonbern bie Äugel unb ber Ärei« f o bcfinirbar, baß 
bereu SOtögli^feit einem Stoeifet ni^t unterliegt; man brauci^t nur ftarrc 95erbin- 
bungen öon ^uncten tooraudjufeöen. 2)ur^ jtoci congruente @d(>aQrcn öon couccn- 
trif^n Äugeln entfielet bie Sbenc aW ba« ®emeinf(^aftti(i^c toon je %xoi\ gleichen 
Äugeln. 2)ie ©erabe entfielet burtib \xm congruente @(i^aaren Don concentrifcä^en 
Äreifen einer @bene al8 ba8 Oemeinf^aftlid^e öon je jtoei gleici^en Greifen. (?obat« 
f^eto^ft? unb SBoli^ai in ben unten §. 2 angeführten ©dj^rifteu.) 

@ine ^lad^e l^ei^t trumm, unb eine Sinie l^eißt uneben (bop))elt 
getrümmt), menn irgenb 4 ^uncte berfetben, bie etnanber beliebig nal^e 
finb, im 9lllgemeinen ni^t auf einer @bene liegen. 

@inb AB, BC, CA ginien auf einer gläc^e, »irb bie jmifc^en bie* 
fcn ßinien entl^oltene gläd^e burd^ ABC bejeic^net , finb enblid^ bie 8i* 
nien berfelben glä^e AD, BD, CD Don bereu Umfang ABC einge* 
fc^^loffen, fo \:iQit man 

ABC = ABD + BCD + CAD, u. f. tt). (3). 

5« (gine @6ene toirb bon 2 auf il^r fid^ fd^neibenben ©eroben in 
4 gelber getl^eitt, loeld^e ffiinlel (yow/a, angulus) l^eißen. 3)ie ®{\\dt 
ber ®eraben, meldte bon bem gcmeinfd^aftlid^en ^uncte in« Unenblid^e 
fid^ erftredten unb einen SBinlel einfd^tießen, l^eißen bie ©d^cnfel bc« 
ffiinlefö; ber gemeinfd&aftlid^c "ißunct ber ©d^enlet l^eißt ber @d(^ eitel 
be« ©inletö (vertex, sommet, Seutrum). 

Sin SBinlel n>irb burd^ einen ^unct be« einen ©d^enlctö, ben ©d^ei* 
tel unb einen ^unct be« anbem ©d^cnletö (in biefcr Orbnung) unjwei* 
beutig beseid^nct, »enn ber Sinn gegeben ift, in »eld^em ber erfte 
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©d^enld um bcn ©d^citct gcbrel^t »erben mvi% nm ben SBinlet jutfid** 

jutegen. 3- ®- ^^^ formet ASB ober ^^Sf^ ffir ben t)on bem ©d^ett*' 
fet Ä5 mit bem ©dientet SA gebtlbcten SBinfet bebeutet ben SBinlel, 
»eichen ber crfte ©d^cnlet SA jurücflegt, inbem er um ben ©(Reitet S 
in beftimmtem ©inne (entn>eber tinKum ober red^t^um für einen auf 
einer beftimmten ©eite ber @bene ftel^eubcn ^n\iä)a\xtx) gebrel^t wirb, 
bi« er mit bem jmeiten ©d^enfet SB jufammcnfSttt. Sei entgegenge* 
festem ©inne ber ÜDre^ung tDürbe bie gormet ASB ben SBinfel bebeu^^ 
ten, ber üon ber (Sbcne nad^ SBegnal^me bc^ vorigen S33in!eW übrig 
bleibt. 

Ueberl^aujjt ift ber oon jmei Oeraben a unb b gebilbete SBinfet, 
ben man burd^ ah ober a^b bejeid^net*), unjtoeibeutig beftimmt, toenn 
üon ieber ©eraben angegeben toirb, toeld^e SRi^tung ber auf il^r tiegenbe 
©d;enlel l&at, unb toenn jugteid^ ber ©inn ber 'Drel^ung angegeben 
ti)irb, burd^ »etd^e ber erfte ©^cntel mit bem jtoeiten bereint »erben fott. 

Sei ber Sexeid^nung üon allen gleid^jeitig in ©etrad^t fommenben 
SBintetn einer ebene fefet man ttorau«, baß bie SBinfel burd^ SDrel^un- 
gen Don einerlei ©inn befd&rieben finb. §iernad^ l^aben bie gor* 
me(n ASB unb BSA, ab unb ha öerfd&iebene ©ebeutung. **) 

Sin SBinfel fann atö bie ©umme rjon anbern ffiinfetn betrad^tet 
»erben. SBenn nämlid^ ber ©d^enlet SB ^on bem SBintet ASC einge* 
fd^Ioffen ift, fo l^at man (unter ber SSorau^fefeung beffetben ©inne« ber 
ÜJrel^ung bei aüen SBinletn) 

ASC = ASB + BSC, 

ASB =r ASC — BSC, BSC = ASC — ASB, 

ASB < ASC, BSC < ASC, 

infofern ber ©dientet SA bei ber äurildHcgung be« SJinfel« ASC bie 
ggStnfel ASB, BSC mdf einanber jurüdttegt. Um i»ei gegebene ^m 
fet ju tjergleid^en, t)ereint man ben ©d^eitet be« einen mit bem ©d^eitel 
be« anbern, einen ©dientet beö einen mit einem ©d^enlel be« anbern, 
bie Sbene be« einen mit ber Sbene bed anbern, fo ba§ beibe S33inlel 
auf eine ©eite be« gemeinf($aftlid^en ©d^cnfete fallen; ie nad^bem nun 
ber eine ®iu!et ben anbern bedEt ober nid^t bcdft, fo finb bie SBinlel 
gteid^ ober ungteid^. ®Ieid^c SBinfet finb congruent. 

gin SBinfel l^eißt geftredt (flad^), »enn feine ©d^enfel entgegen» 
gefetzte Slid^tung l^aben unb bemnad^ auf einer ®eraben liegen, aide 
geftredften SBinfel finb einanber gleid^, »eil fie congruent finb (3). @in 



*) Sftrnot geoxn. de pos. 83. 

^) 2)iefc näheren S3epimmungcn imb Unterftä^eibungen bcrbanft man9K8Siu3 
anal. @^l^Srif 1, ih:ci3i>crtoaubtf^aft 8, unb anbertoart«. 
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©inlet l^clfet concai) (i^ol^O obct conücf (ttffaitn, ü6ctftumt)f), ic 
nad^bem er Heiner ober größer a(d ein geftredter ift: 

älnd ber (Srcb^^ bed t>on itt)ei ©d^enfeln eingefd^Ioffenen 93infe(d 
beurtl^ilt man bie Slbmeici^^ung (declinatio) ber 9{id^tung bed einen 
@d^enteIdDon berStid^tung be^ anbern, fomie bie fd^einbare Sänge 
einer in bem 9Bin!eI entl^altenen unb burd^ bie ©d^enfet begrenjten iu 
nie, toenn biefe bom ®d^eite( aud Betrad^tet mirb. 

2)ie 2)cftmtioncn: ,,2öin!ct ift btc Steigung toon jtoti fiittten gegen einanbcr'' 
(Encl. I.), ober j,ber Unlcrfci^icb il^rer "Stxqtnnam*' ober ,,bie ©rößc ber J5!)rel^ung, 
)»obttr(]J bie eine m bie SÄi^timg ber anbcrn gcorad^t toirb", machen beu Siulcl ^u 
einer intenflöen @röge, nnb pimmen ntdjit ju ben üblichen Slebemeifen j. <B. em 
$mict üegt in ober aitger bem SBinfel, eine ©erabe f^neibet i9on bem Stntel ein 
2)rete<f ab, n. bgl. 2Cfö SCnöf^nitt ber (gbene ip ber Sßinfel toon «ertranb (De- 
ydoppement nouyeau de la partie ^l^m. des Math^m. Genöve, 177S 11 p. 6) 
onfgefagt toorben. 

6* afuf einer Sbene IBnnen bon einem gegebenen ^nncte bcrfelbcn 
unenblid^ tjiet ©tred en an^gel^n, bie einer gegebenen ©trede gleid^ finb; 
bie (Snb))ttncte berfetben liegen auf einer Sinie, bie ein ftrciö (nvKlog, 
circulus) genannt toirb. ÜDer gegebene ^unct l^eigt ba^ Sentrum (tciv- 
tQov, SWittetj)unct) be« ftreife«, bie ©trede t>om Sentrum 6i6 ju einem 
^unct bed Äreife« l^eißt ein 9?abin« (^atbmeffer) be« Sreife«. 3)er 
Ärei^ ift eine gefd^Ioffene (in fid^ jurfidfel^renbe) ßinie; ber üon bem 
Äreife (^ttbp^txk) eingefd^toffene Z^tll ber (Sbene l&eißt bie 5täd(^e be« 
ftreife«, ber anbere Il^eit ber Sbene »irb »jon bem Äreife au^gefd^loffen. 
ftreifer loetd^e bad Zentrum gemein l^aben, l^eigen concentrifd^. (S^on^ 
centrifd^e ^eife einer (Ebene l^aben entn>eber leinen conftruirbaren $unct 
gemein, ober fie beden fid^. (Sin ^ei^ ift burd^ einen "ißttnct unb bad 
(Zentrum beftimmt. 

(Sine (Serabe auf ber (Sbene bed Sreifed, bie burd^ bad (Sentrum 
gel^t, fd^neibet ben Arei^ in 2 ^uncten^ n^eld^e ®egen))uncte l^eigen; 
bie }n)ifd^en (9egen))uncten ent^attene ©trede i^eigt ein ÜDiameter 
(Durd^meffer) be« ftreife^. äüe !Diameter be« Äreife« finb eiuanber 
gleid^, koeil ieber !Diameter aM jtoei Stabien beftel^t. !&ie ^eripl^erie 
unb bie Städte bed Äreife« merben t>on einem SDiameter in 2 congruente 
3;i^ei(e getl^eift, bie ftd^ beden, fotool^I toenn man ben einen 2:^eil in 
ber (Sbene umbrel^t, bi« bie (Snb)>uncte be« i^n begrenjeuben S)iameterd 
mit il^ren (Segen))uncten ^ufammenfaUen, al« aud^ toenn man ben einen 
X^eil im 9taume um ben gemetnfd^aftüd^en SDiameter umbrel^t, bi« feine 
(Sbene mit ber Sbene be« oubern toieberum }ufammenfäQt. äludi^ bie 
burd^ üerfd^iebene SDiameter \)on bem Äreife abgefd^nittenen Xf)tiit finb 
in ber angegebenen SBeife congruent unb l^eigen ^at bireife. 

(Sin am Zentrum ))on jmei ©eraben gebilbeter Siinfel l^eigt ein 
(SentritDinfet, bon bem gefagtn)irb, bag er auf bem in i^m entl^al^ 
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tenen Sogen fte^t. (Sitte t)pn jiDei Stabten unb bem Sogen, ber in tff* 
rem SBiinfel liegt, eingef^Ioffene gta^e l^eigt ein (See tot bed Sreifed. 
^nd) bie ju gleiten Sentriwinletn gel^&rigen Sogen unb ®ectoren bed 
ftveifed ftnb congment unb I9nnen auf bo)>))e(te airt fo gelegt merben, 
t>a% fie fid^ beden. (Sin Don ber Stäche bed ftretfe« burd^ eine ober 
jioei Seltnen abgefd^nittened ©tüd ^eigt ein @egntent bed ftreife^. 
!S)ie audbrude @ector, @egntent loerben in ä^n(ic(^er Sebeutung bei 
Irnntttten Sinien fiber]^au])t angeioenbet. 

1. Unter giguren (im »eitern ®inne) »erben ©^ftcme t^on 
^uncten ober Sinien ober gtäd^en Derftanben. 'Die giguren ^ei^en 8i* 
nearfiguren, ober f^lä^^enfiguren, ober 9{aumfiguren, ie 
nac^bem il^re ^uncte auf einer gegebenen Sinie, ober auf einer gegebenen 
^l&d)t, ober im Siaume flber^a'u))t liegen. 3)ie mat^ematifd^e Süiffen«» 
\(lfa\t, meldte Don ben giguren ^anbett; ^eigt (Seometrie. X)er 2^ei( 
ber ©eomctrie, in tt>elc^em nur erft öinearfigurcn unb ^(anfiguren it^ 
trautet »erben, bie in einer (gbene enthalten finb, Reifet Planimetrie 
((S))i))ebometrie). SDie Se^re Don ben 9{aumfiguren fotoo^l, atö aud^ Don 
ben f^iguren überhaupt o^ne bie Sefd^ränfung auf ben Siaum einer 
(Sbene »irb burd& ben Skmen Stereometrie bejeid^nct. ^nx ©tereo* 
metrie gehört bie Setrad(^tung ber glad^enfigurcn, »cld^c nid^t plan ftnb,*) 

8» ©erablintge giguren ober ^ol^gone (jroXvyßwov, Siclfette, 
Sie(edte) »erben burd^ eine Sieil^e Don (Seraben gebitbet, bereu icbe Don 
ber folgenben, bie (eftte Don ber erften gefd^nitten »irb;. ober burdf^ eine 
Sieil^e Don ^uncten, bereu jeber mit bem folgenben, ber leftte mit bem 
erften burd^ eine ©erabe Derbunben ift. ÜDie gemeinfc^aftli^en ^uncte 
ber auf einanber fotgenben ®eraben l^eißen bie (Sdfjjuncte (©c^eitet) 
be« ^ot^gon«; bie ©tredten j»ifd^en ben auf einanber folgenben (&& 
puncten l^eigen bie Seiten be« ^ol^gou«; bie ©umme ber ©eitcn bit* 
bet ben Perimeter be« ^ol^gond, eine gebrod^ene 8tnie; bie Don 
ben auf einanber folgenben ©citen eingefd^toffenen ©inlel l^eigen bie 
So in! et be« ^ol^gon«; bie i»ifd^en nid^t auf einanber folgenben Gdf* 
<)uncten ent]^altenen©tredten l^eigeniDiagonalen be« ^olijgon«. SBenn 
bie ©eiten ober bie SBintel be« ^ot^gon^ einanber gleid^ fiub, fo ^et§t 
ba« $o(^gon gleid^feitig ober gleid^»inleüg. (Sin ^ol^gon, ba« 
fo»o]^I gteld^feitig at« aud^ gteid^»infctig ift, »irb regulär genannt. 
Die ^ot^gone »erben nad^ ber Sujal^l il^rer (Sdpmctt (ober ©eiten) 
3(gdte, 4@dfe, . . , «(gdte genannt unb burd^ bie äteil^e i^rer Sdtpuncte 



*) ^icma^ tt)irb bie 5Bcfd&r5tt!ung auf eine Sbcne in b:n folgenben ^aragra^ 
^IJcn btefeö ©u^« ntd^t tt)leber§oTt angegeben »erben. 
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BcjCtd^tlCt. 3- ®- *>^* 1)rctC<J (r^/ywvov, triangulum) ABC l^at bie Cd:» 

»>ttncte ^, 5, C, btc ©ctteu ^^, BC, C.4, bic ©tnid Cä^, ^Cß, i?^(7; 
ba« aSicrcrf ^i?(7D l^at bie g(Jj)unctc 4 ß, C, D, bie ©eiten AB, BC, 
CD, DA, bie ©infel CJ?^, Z>Cß, ADC, BAD, bie 2)iaflonaten ^C, 
BD] ba« ^ol^gott ^i?CD . . MN l^at bie Scfpuncte A, B, , . , N, bic 
©eitert ^S, BC, . . , MN, NA, bie ffiinlet Cß^, DCB, . . , ^ivr^f, 
BAN, unb bie 1>iagonaten -40, AD, . . , BD, ...... SSon einem 

6(fj)unct eine« ngdd gcl^tt n— 3 3)iagonaIen a\x9, alfo l^at ba« nSd 
|n(n— 3) 15iagonaIen. !Oic ®erabe einer Seite f^at mit ben ©eraben 
bon n— 3 ©eiten nod& einen ^unct gemein, c« giebt alfo in(n^9) ©urd^* 
fd^nitt«})uncte ber ©citen, roetd^c nid&t ffirfpuncte finb. 

3n einem Dreiccf Üegt jebc ©eitc einem ©inlel (©d^eitcl) gegen* 
über; in einem SSiererf liegt Jebe Seite einer ©eite, jeber ©tnlef einem 
©tnicl gegenüber. 3n einem Dreied fann jebe ©eite ate öafiö (ßaaig, 
©runblittie), ber gegenilberliegenbe Sdpunct ate ©pifte Uixad^ttt 
»erben. 

Sin ^ol^gon ift entWeber plan ober ntd^t (gauche, nneben), je nad^* 
bcm feine Sdjjnncte anf einer (Sbenc liegen ober 
nid^t. Sebeö Cs^^^^^'^isO ^tetetf ift eine ^(an«' 
flgnr (4), ber bon feinem Perimeter eingefd^toffene 
soweit ber Sbene l&eißt feine gtäd^e. 2Jon jjtanen 
35ieredten giebt ed 3 Slrten, barunter fotd^e, beren 
Perimeter fid^ fcfbft einmal fd^neiben. Unter ben 
planen günfecfen giebt e« fold^c, beren Perimeter 
fi(^ felbft 5mal nnb weniger oft (nid^t 4mal) fd^neiben. U. f. m. 

'Die SSieredfe ABCD, ABDC, ACBD finb Derfd^ieben, obgleid^ pe 
biefelben Scfpuncte l&aben. ^n einem ©^ftem üon 4 ®eraben einer 
Sbene *) gel^iJren im Slügemeinen 6 ^uncte, in benen 
bic ®eraben fid& fd^neiben. 35iefe ^uncte, bon benen 
3mat 2 einanber gegenüberliegen, finb bie gdfpuncte 
bon 3 3Siered(en, ju benen 3 bcrfd^iebene ^Diagonalen 
gel^iJren. 3^ ^'^^"^ ©^ftem bon 4 5?uncten einer 
(fibenc gel^ören 6 ©treden, n>eld^e bie ^uncte Dcrbin* A 
ben. !Diefe ©treden, bon benen 3mal 2 einanber 
gegenüberliegen, finb bie ©eiten Don 3 SSiereden, ju benen 3 I)ur(^^ 
fd^nittöpuncte gegcnübcrliegenber ©eiten gehören. 





*) „Quadrilatere complet" tta(i^ Sarnot geom. de pos. 103. Sßcrgl. ^on« 
celet propr. proj. 554. ©teincr f^jlcnt. @nttt). 19. 



§. 2. Son ben 3Btn(eln t 

1. 3" iebem toncaoen ffiinW ( 
»on je einem ©dientet mit her ajn 
geiißeffittn SRic^tuna (übet ten ©d 
ein ®i$eiteln)inlel, ben bie 3 
fi^ßegen. Xiie @umme biefer 4 ifi 
von 2 S[Btntetn, beten einer als b< 
ein geftretfter Sinlet 

X . telibinlef 

CSD. 1 
als oefttei 
tion beg ! 
men Meib 

9. (Sin concaoet ^inlet ^eigt 
et Meinet, ebenfo gro§, flr&ger ift 
SBinlel fmb einanbet gteit^, als § 
fpiget ©intel ift fleinet, ein ftumi 
jroei ©etabe teilte SöinM btlben, 
einanbet.*) 

3raet concabe SQinM ^ri§en 
@upi)Iement), wenn i^re ©umme ei 
2Bintet feigen comptementar (ei 
i&te Summe ein rechter HBinlet ip. 
plemente ober Somptemente ^aben, \ 
grSöern 9Btn!et gekürt bas Heinere 
plement. 3. SQ. giebenrointet finb fu 
anber gteit^, weil fte boffelbe ®iipp 

3. (Sin gegebenet Sßintel ^at 
rechten ffiinfetn), ein enbtic^es 5Ber^ 
meisteren SBinleln, bie bem gegebener 
von beliebigem 9tabiuS um ben gen 
(^en aßiulefn om ßentrum gehören 
SBeil nun eine enblid&e Slnjd^E foli^ 



') 3)it in bwrfdbtii iBeboilung BD 
lot^rt**, fenlttit [mi gtograp^iW 
aiitttuita b, i). bie »ii^tuna eiuce ru^enbti 
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tnad^t ober fifcertrifft, fo ntug audf bie gtetd^e %niaf}l Don iuge^örtgen 
©cntriwtnfctn eine Sbene au^mad^en ober ül&ertreffen. 

Um ba« SScrl^attntg bc« SGßinfel« jur gbene anjugcben, tl^ilt man 
bie ebene in 360 «tetd^e ©intet, wcld^e ®robe (360 ^ tiolgai) Reißen, 
ben ®rab in 60 gleid^e Sßinfet, bie 2Ät nuten (60', minutüm primum) 
l^ißen, unb bie SRinute in 60 gteid^e ©infet, bie ©ecnnben (60", 

minutum secundum) l^ei^en**) 

4. 3tt>ei ©tnlel, beren iDifferensSeo« beträgt, finb in SSejug auf 
bie gegenfeitige Sage i^rer ©d^enlel t>on einanber nid^t unterft^eibbar. 
SBenn jtoei ® dientet einen 3ßinfe( bon a ®xat> bitben, fo tann man 
bon i^nen aud^ fagcn, baß fie SBinfel bon a + 360, a + 2 . 360, , . , 
a + fc , 360 ®rab bilben, toobci k eine ganje pofltibe ober ncgaribe 
3al^l bebeutet 3n«befonbere finb bie SBinfet unb 360® gleid^bebeu^ 
tenb. 

ffienn bie ©d^enfet SA, SB, SC auf einer (Sbene in beliebiger Orb* 
nung üegen, fo l&at man (§. 1, 5) 

ASB + BSC + CSA «= 0, 

unter ber äblid^en SSorau^fe^ung , bag ade 93inle( burd^ S)re^ung in 
einerlei ®inn befd^rieben finb. 

SBenn bie ^uncte A, B, C auf einer ®eraben liegen, fo ift ber 
SBinlet ABC enttoeber ober 180», folgtid^ iABC = 0. ffienn aber 
bie genannten 'ißuncte ni^t auf einer ®eraben Hegen, fo ift ber SBinlet 
ABC meber nod^ 180 ^ fotgtid^ 2ABC bon berf^icben. Unter ber 
Sebingung 2ABC = Hegen atfo bie ^uncte A, B, C auf einer ®e^ 
rabcn in unbeftimmter Orbnung.**) 

5* SBenn jtoei ®erabe mit einer britten ®erabcn SBinIct bitben, 
bie gieid^ ober um 180® berfc^ieben finb — Jebe ®erabe in einer bc^ 
ftimmten 9?id^tung, bie IBinfel in einerlei ®inn genommen nad^ §. 1, 5 
— fo fd^nciben fie fid^ ni^t. 

©emet«. !Die beiben ®eraben AB unb CD bitben mit ber ®t^ 
raben EF bie gleiten SBinfet FGB unb FHD, ober bie um 180® fid^ 
unterfd^eibenben ©infel FGB unb FHC, Dann finb bie ffiintet FGB 
unb EüCgteid^, mxi beibe bem SBinlel FHD gleid^ finb, unb bie 



*) iRac5 ^tolemäu« im «Imagcft. grü§cr t^cUtc man atto^nlxä) einen Ärci« 
in 60 gleitj^e i^etlc, ttjte no(^ l&cute auf bem 3^fferbTatt ber uor; nur ber gobiacn« 
ti>at in 12 ©Über \)on je 30 ^bji^nitten getl^eiU. 5Da8 Söort ®rab (ffradus, degr^) 
»irb toon einem äl^nlid^ tautenben arabifAen tuntoort abgeleitet. Älüqet matb. 
S. 2 p. 623. 

**) 2(uf bie iWebrbentigfeit eine« SöinfeW (ot)er eine« concentrifd^en Äreiöbogen«) 
bat S'^cÄton Arithm. nniv, ed. 1732 p. 180 l^ingetoiefcn. 2)ic übrigen ißemer* 
rangen fmb Don iKöbiu« Ärei«tJern). §. 8 gemad^t tt)orben. 




-J' 
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©intet DHE iinb AGF finb gletd^, tt>ett t^re 
iWebcnTptnfet g(cic^ finb. a^cmuadji finb bic offc«» 
ncn giguren BGHD unb C£fö^ congrucnt, unb 
beden \iii), nad^bem man bie eine in i^rer (Sbene 
gcbre^t unb fortgerütft f^at, bi« OB unb HC gu* 
fammenfaüen. Ratten bie ©cbenlet GB unb HD 
einen erreid^baren ^unct gemein, fo würben ju* 
folge ber Songruenj aiidf bie ©dientet GA unb HC einen erreidj^baren 
^unct gemein l^abeu. 9Ufo l^ätten bie ®eraben AB unb CD jttjei ^uncte 
gemein unb fielen jufammen (§. 1, 3) gegen bie SScrau^feftung. 3)al^er 
^aben bie ©eraben AB unb CD feinen erteidj^baren ^unct gemein unb 
fd&neiben fid^ nid^t. 

ÜDer t)on ben fld^ nid^t fd^neibenben ®eraben AB unb CD einge^ 
fd^loffene ©tretfeu (bände) ^at jur ßbene baö 3Ser]^ältni§ 0. 3)entt 
bie Sbene mirb burd^ eine enblid^e Slnjal^t fold^er Streifen ebenfomenig 
aufgefüllt, atö'bie ®erabe EFburd^ biegleid^e Slnjal^l ©trecfen mie GH, 

2)cr @^lu§, baß ein SBinfel uon einem streifen ntci^t ganj cingefd^loffcn fein 
lönnc, tütil toon bcn SeröWtmffcn bc8 SBinW« unb M «Streifen« xax unenblici^ett 
ebene baö eine nici^t tocrf(J^tt)inbet, ba« anbcre terfd^tDtnbet, ift nic$t berei^tigt. 2luf 
bicfeö mangcll^afte gunbament toax bic^arattclentl^eorictoon ©crtranbCDeyeloppe- 
ment etc. II p. 19) gegrünbet. 

6. Die ©umme bon jtoei 2Bin!etn eine« Dreiecf« beträgt Weniger 
al« 180®; ein SBinfet ift Heiner afö ber 9?ebentt)infel eine« anbern 
(Eucl. I, 16). ©efefet, DHG+HGB tt)öre = 180» ober größer, b.l^. 
HGB märe = FHD ober größer, fo fönnte ber ©d^^entel HD ben 
®($enfel GB nidfet f($neiben (5). 

Bmei SBintel be« Dreiedt« finb fpife unb ba« Dreiecf l&elßt ipi%^ 
minlclig, red^tminfelig, ftumpfminletig, je nad^bem ber brittc 
Sffiinlel fpife, redS^t, ftum})f ift. Die in einem rec^^tminleligen Dreiedt ben 
redeten ©inlel einfd^tießenben ©eiten l^eißen Satl^etcn (2), bie bem 
redeten SBinlel gegenüberüegenbe ©cite l^eißt bic ^^potcnufe {vkotü- 
vtrvaa, subtendens, bei ben Sitten aud^ bie einem beliebigen SBinlel gegen« 
übertiegenbe ©eite). 

?• Die ©umme ber SBinfet eine« (gerabtinigen) Dreiedt« fann 
180® nic^t überfteigen.*) 

®emei«. fflScnn man burd^ bie SKitte D tjon BC bie StredEe AE 
= 2AD jiel&t, fo ift fottjo^t ba«. Dreiedt CDE mit BDA, al« aud^ 
EDB mit ^DC congruent (1), bal^er in bem Dreiedt AEC ber ffiinfet 



*) Segenbre 1800 (tjergl. Geom. note 2). 2obatf(i^eto8!i? ©com. Unterfu« 
jungen p. 13. 
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CEA = BAD, ACE = ACB + CBA, unb 

in bcm Dreiccf^BE ^vcmnUAEB^DAC, 

EBA = ACB + CBA. Wlan tarn alfo, 

ittbeui man bcn Meutern unter bcn SSJinletn 

J^ilD unb DAC burdf^^i bejeid^net, au^ bem' 

Dreied ABC mit ben SBinfetn A, B, C ein !J)reie(f mit bcn SBinleln 

A^, B^, C, oHeiten, fo ba§ ^^ ^ i^, ^i + C'i = A, A^+B^ +C, 

= -4 + 5 + C ift. (Sbenfo fann au^ bem abgeleiteten 5)reie(f ein 

Dreied mit ben Söinleln A^, B.y, C^ abgeleitet merben , f o baß -4} 

< iA, ^ ii4, A^ 4- ^2 = Ä,^ A, + B, + C^ = A, + B^ + C," 

U. f. ». 9?ad{|bem nun in einem abgeleiteten SDreied ber 2BinfeI 
A-i Meiner ate ein beliebig Meiner SBinfet m geworben ift, l^at man 
in bem foigenben abgeleiteten ÜDreied Ak + Ck = Ak-t < w unb Bk 

< 180^ folgßd^ A + ^k + (7k < 180« + w. «tfo lann auc^ bie 
©nmme ber ffiinlel be« gegebenen 3)reiec!^ ben öetrag 180« + w nid^t 
crrei^en. 

3ufa^. SSJenn bei einem ÜDreiecf bie ©umme bev ©intet 180« 
beträgt, fo beträgt aud^ bei jebem anbern 1)reie(f bie ©umme ber Söin* 

let 180«.*) 

©cm ei«, e« fei in bem J)reic(f ABC bie ©umme ber SBinlet 
= 180«, AB eine ©eite, an totidftx fjji^e 2BinfeI liegen, CD normal 
ju AB, fo ttcgtCD in bem ^mM ACB (oergt.6). 3ebe ber ©ummen 
DAC + ACD, DCB + CBD tann nic^t mc^r al« c ^ 

90« betragen (I), aber aud^ nidj^t meniger at« 90«, 

»eil bann BAC-^- ACB + CBA menigcr aK 180« 

betrüge; alfo giebt c« ein rcd^tiDintcIigeö 2)reie(f BCD, J Jf 
bei todci&em bie ©umme ber SBinfct an ber ^^potenufe 90« beträgt. 
Sßad^t man bad IDreicd CBE mit BCD congruent, fo erl^ält man ein 
aSiered CDBE, beffen SBinfef red^t unb beffcn nid&t fotgenbe ©eiten 
einanber gleid^ finb. 3)urd^ 3Ser\)ietfäItigung biefe« ^ieredd finbet man 
ein SSicredt berfetben ärt bon betiebiger ©röße, loetd^e« burdf^ eine I)ia* 
gonale in }n)ei congruente red^tmintetige !Dreiede getl^eilt mirb oon ber 
Slrt, ba| bie ©umme ber SBinfel an ber ^^potenufe 90« beträgt. 

fficnn nun in bem beliebig großen red^tmin* jg 
leligen ©reiedt i^öi? bie ©umme /^i7ö+^(?F ^ 
= 90« tft, fo tann in bem Meinern red(>ttt)in* 
cügen ©rciecf FIII bie ©umme FH^-HIF 

dft mel^r afö 90" betragen, aber au($ nid^t 

•eniger ate 90«, toeit bann FEI + IHG + r 

*) Segenbre Mem. de Paris 1833 p. j367. Sobatf^emSti^ ©eorn Unter' 
Ufi^ungen p. 14. 
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HGI + OIH + HIF ttjentgcr at« 270« b. I&. JF'^G? + HGI tocni^ 
gcr atö 90« betrüge* (äbenfo fd^tiegt man, bo§ in bcm Heinern red^t»^ 
mtnfeiigcn 3)rele(f 5^/J^ bie ©umme FKI -f ^7i^ = 90« ift. U. f. »• 
3ebed Dreied f ann in jtoci red^tminf eUge Siretede gertegt werben, 
atfo beträgt unter ber obigen SSorau^feftung aud^ bei i^m bie ©umrac 
ber äBinlel 180«. 

8. J)a§ bie ©umme ber 333infet eine^ SDreietf^ nid^t toeniger atö 
180« beträgt, läßt fid^ ol^ne eine befonbere ^^poti^efe (Slfiom) nid^t bc* 
ti)£ifen, obgteid^ bie genaueren 3Keffungen ol^ne Sluönal^me ju erfeunen 
gegeben l^aben, bag jene ©umme bon 180« nid^t öerfd^icben ift. 

@^ toirb angenommen, baß burd^ einen inncr^atb eine« SBinfetö 
gelegenen ^unct eine ®erabe gejogen werben lann, toeld^e beibe ©dientet 

fd^neibet. üDann läßt fid^ bemeifen, baß bie 
Summe ber 3Biutel eine« DreiedE« nid^t 
meniger ate 180« beträgt.*) 3Ran fefee an 
ba« DreiedE ABC ba« mit il^m congruentc 
^ — -^ J)reiedt CBD unb jiel^e burd^ D eine ®erabe, 

toeld^e bie gortfefeungcn t)on AB unb AC in E unb F fd^neibet. ®e* 
feftt bie äBinletfummen in ABC, BED, CDF betragen 

180« — 5, 180« — ^', 180« — ö", 
fo beträgt bie SSJinlelfnmme in AEF 

180« — ^ + 180« — ^ + 180« — Ä' + 180« — d" — 3 . 180^ 
b. i. weniger ate 180« — 2^, in einem anbern ©reiedf 180« — A8, 
enbtid^ in einem DreiedE toeniger ate eine gegebene ®röße, loä^renb bod^ 
bad üDreiedt ben gegebenen äßinlet A entl^äü. 

Demnach beträgt bie Summe ber äBinlet eine« 2)reiccE« 180® 
(Eucl. I, 32). 5Durd(> jttjei SBinlel eine« ©reied« ift ber britte beftimmt; 
tijenn jioei SGßinlel bie äßertl&e « unb j3 J^aben, fo ift ber britte 180« — 
(« + /3). Die S33inlel an ber ^^jjotenufe eine« red^tminfetigen Dreicdl« 
finb com<)tementär (2). . , 

S)er bon ber SSertängerung einer Seite eine« ^ot^gon« mit ber 
folgcnben ©eite gebitbete äöinfel toirb ein Slußeutoinlel be« ^ot^gon« 
genannt. (Sin Slußenttjintet eine« J)reiedE« ift bie ©umme ber an ben 
beiben anbern (£cf<)uncten liegenben SBinfel be« ©reiecE«; benn ber britte 
)iBinte( be« SDreied« ift ba« ©u))))(ement fotool^t biefer ©umme a(« aud^ 
jene« Slußentoinfet«. 

9* SQBenn in einem !Dreied[ ABC ein SBinfet BAC unb eine an 



*) iJegcnbre o- a. O. SBexgt einen luffa^ be« S5crf. in ben ^cipjiger ©ertd^ 
ten 1870. 
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bcmfclben Itegcnbe ©ctte CA unt)cränbert bleibt, unb bic anbete bötan* 
ßegcnbc Seite AB unbegrenst \\>&(S}\t, fo toäei^ft ber il^r gcgenübertiegenbe 
SBinlel ACB biß ju einer beftimmten ®ri5ge ACD, n>etc^e baß ©upple«» 
racnt beß unioeranberten SBinfelß nid^t überftetgt (6). SDer ©d^enfel CD, 
»eld^er ben @ci^en!el AB nid^t fd^netbet, »äl^renb atte in bem 833in!el 
ACD enthaltenen ©dientet ben ®d(^enfet AB fd^neiben, l&ei§t paxalUl 
(nctQ-fix^i^Xog) mit AB. Sluf ®runb ber angegebenen ^\)potfit\t (8) lägt 
fiif beti>eifen; bag bie ©d^enfet AB unb CD })arat(el [xxCt>, toenn bie 
Summe ber SBinfel BAC + ACD = 180^ 

«n« ber ©ebingung BAC + ACD = 180« foCgt, ba§ BAC bem 
9iebettti)infel üon ^OD gleid^ ift, bag alfo (5^ AB unb CZ) fid^ nid&t 

r_^ j^ fdj^neiben. Um' aber ju ertennen, ba§ 

/T^x;;----.,.^^ ieber in bem SBinfel ACD entl^altene 

/ \ ^v ^^^"""""^---^ ©d^enlet ben ©dientet AB fd^neibct, t>tx^ 
^ ^ ■*" ^* längere man AB unb mad^e bie 35er* 

longerung BB^ — BC, B^B^ = B^C, u. f. to. ÜDann finb bie ÜDrei«» 
eie CBB^, CB^B^,.. öon ber Slrt, ba| fte umgetoenbet fid^ felbft 
bctfen, atfo ift ber SBinfel CB^B = BCB^, CB^B^ = B^CB^,... 
^m ift (8) BCB^ + CB^B = CBA, folglid^ Cjö^^ = j^CBÄ, CB^B^ 
= iC^i^ = iCBA,.. . 3ngteid^ ift BCD - OB^, toeit jeber tjon 
beiben burd^ bie ©umme BAC + ^CJ? ju 180« ergänjt toirb; cbenfo 
ß^CD = CB^B = ^C^^, ^2 CD == ^CBA,... SBenn nun ^CE 
< ACD, fo fann 5nC£) < ECD gefunben »erben. ÜDann liegt ber 
©^enlel CE in bem SBinlet ACBn, fotgtid^ loirb AB »on CE gefd^nitten. 

ffienn bie ©umme BAC + ACD mel^r atö 180« beträgt, fo 
beträgt bie ©umme il&rer SRebentoinfel weniger alß 180«, unb eß fc^neiben 
fid^ nid^t bic ©d{>enfel ^5 unb CD, fonbern bie beiben entgegengefcfeten 
©c^enlel. !Oemnad& gel^n auf ber (gbene ABC burc^ ben ^unct C nid^t mehrere 
®erabe, »eld^e bie Oerabc AB nid^t fd^neiben. JBSenn eine (Serabe eine 
t)on itoei ^arattelen fd^neibet, fo fi^neibet fie aud^ bie anbere. Unb 
toenn eine ©crabe mit einer t)on jtoei parallelen jjarotlel ift, fo ift fie 
mäf mit ber anbern parallel. 

3ti>e{ Oerabe einer @6ene J)abtn einen 'ißunct gemein, ber crreid^* 
bar ift, toenn bie ®eraben fic^ fd^neiben,. unb ber uneublid^ fern ift, 
^*ntt bie ®eraben j)arallel finb. aSon jtoei paxaMtn ©eraben fagt man, 
e gel^t nad^ bem uuenblid^ fernen ^unct ber anbern; bie in entgegen* 
eftten 9iid(>tungen liegenben unenblid^ fernen ^uncte einer ®eraben werben 
\ft unterfd^ieben, ieber ©erabcn toirb nur ein unenblid^. ferner ^unct 
jefc^rieben, »eil burdji einen neben ber ©eraben liegenben ^nnct nid&t 
i^r alß eine ®erabe gejogen merben lann, njeld^e mit jener paraüel ift. 
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^ucUbe9 nannte itod fiö) nic^t fd^neibenbe ©etabe einer (Sbene ^arollet imb 
nal^m ol^ne »etoeiö an, baß nnter ber ©ebingung BAC 4- ACD < 180» bic 
@(^nfel AB unb CZ; fi(^ jtij^neiben (llte«3l^o«i). 2)en ,,nttcnbl^ fernen gemein* 
f^afilic^n ^nnct''. öon ^aratteten l^abeu 2)e8argne8 lö3ü nub i)ie»ton 1687 
crttjal^nt. 2)a6 bic Serfndt^c, jeneö Sljiont (ober ein Äeqnitoolcnt beffelben) m bcmci* 
fen, au«fici^t«toe fmb, biefe »on ©auß (feit 1792) gel^egte Ueberjengung ^nbet il&rc 
^eftättgnug bnrci^ bie (Stiften) einer t))tber{pru(!(^fveien abflracten Geometrie, toelc^ 
®au6, 3. «ol^ai, Sobatf^eto«!»? crbant l^aben, inbcni fie anf bie SJenufeung 
einer berartigen ^t>^)0%(e toerji^tenb bie SDiögUAfcit gerabtinigcr 2)reie(fe mit Der* 
f(^>iebenen Sßinteljunnnen (nnter 180") jnlie^en. 2)ie unferer erfal^mng entf|>re<!benl?c 
©eometrie, ttje^e im golgenben enttDirfclt »irb, l^eißt bie gemeine, ßuclibeif^e 
©ecmetrie; bie abftracte (Geometrie, xtitl^t in gctDiffen Seigren mit ber gemeinen ®eo* 
metrie nnbebingt übcrcinpimmt, übrigen« aber eine bnr^ (Srfal^ning jn beftimmenbe 
(Sonftante entl^alt, ift imaginäre, 9H(^t«@uclibeif(!^e Geometrie, ^ftralaeo« 
metrie, ^an^eometrie genannt n)orben. $ergl. @ang' ^In^eigen k)on Schwab 
comnicntatio m primum elementoruDi Euclidis librniu nnb SDlettemiib ^l^eoric 
ber ^aratteUinien, Oiftt. gel, Slnj. 1816 p. 617, nnb toon tS. «.SWüUer Xl^eorie ber 

Earallelen, ®ött. gel «nj. 1822 p. 1725. (Sang' «riefe an ©Anmad^er (feit 1831) 
: p. 268 nnb 431, V p. 246. ©artorin« 0. Sßalter^il^anfen, Öauß jnra ©ebäd^t« 
nig p. 81. 2)ie abfhacte ©eometrie ift aufgearbeitet tooiben öon 3. Äolt^ai (»|)* 
:^enbi^ ^n bem Seite S. S)ot^ai*d Tentamen in elementa matheseos etc. Wla^^ 
ro« ^afarl^el^ 1832, in fran^. Ueberfe^nng La science absolue de Fespacä etc. 
¥ari«, ®aut^[ier-S5iIlar« 1868) nnb »on 2obatfcbetD«tv 9iene Slnfangögrünbe ber 
©eomctric mit einer öottfiänbigen 2:i^eorie ber parallelen (im ÄafarfÄen ©otcu 
1829 unb in ben geleierten ©d^riften ber Unitoerfit&t Äafan 1836-38), G^om^trie 
iniagiuaire 1837 (in Creöe*« 3. 17 p. 295), (Seometrifc^e llnterfn(!enngen jur 
5i^tt>m ber ^araUellinien: S3erÜn 1840 (in franj. Uebecfe^nng Etades g^ometri- 
qu«s etc. p. HotieL Paris, Gauthier- Villars 4866), Pan^öometrie: Kasan 1855. 
löergl. 9iiemann über bic ©t^<)Ot^efen ber ©eomctrie, ©öttmgen 1867. |)elmboIft 
über bie '£f)(ii\a<ifm ber Geometrie, @(itt. ^(xö^xi^itta 1868 unb «erl^. bed ^etbelb. 
natnrl^ift. herein« 1868 nnb 69. Beltrami Saggio di interpretazione della geo- 
metria Non-£uclidea, Napoli 1868. Teoria degli spazii di curvatura costsrnte^ 
Milano 1868, (in franj. Ueberfet^img Ann. de T^cole normale 1869). Genocchi 
dei primi princ. aella mech^ica e della geometria, Firenze 1869. Tilly eta- 
des de mecaniqne abstraite (Mem. de Tac. de Belgique 1870). 

10* ©ei bell ^araUelen AB, CD, bic tjon ber ©eraben EF 
burci&fci&nitten werben, i^cigen bie SBinfel BEF nnt EFD innere Sßin^ 
!et; einer ber inneren SEBinfel unb ber auger bem Streifen tiegenbe 

5Webentt>infet be« anbem, BEG unb DFG, HEB 

unb EFD, ]^ei|en ®ege um Intel (correspondants)j 

einer ber inneren SSJintel unb ber nic^^t auger bem 
©treifen liegenbe 5Rebentt)tn!el be^ anbern, BEF 
unb CFE, EFD unb FEA, j^etgen äBedJffeltoin* 
lel (altemes-intemes), ©ei fu})})lementären inneren 
SBinteln l^at man gleici^e ©egenmintel unb gleiche 
SBed^fetoinlet, unb umgefel^rt (2). 

SBenn }iDei ©erabe mit einer britten ®eraben gleiche ®egenn>mlet 
bitben, ober (mad baffetbe ift) menn fie mit il^r gleite SBed^felmtntel 
bilben, ober wenn fie mit il^r fu|)<)Iementäre innere S33in!et bilbcn, fo 
finb fie parallel, b. 1^. fie fd(^neiben fid^ nidS^t, unb jebc ®erabc, toelc^^e 
eine ber parallelen fd)neibet, fd^neibet aud^ bie anbere, fo bag bie ®e* 
genmintet unb bie Sßec^felmintel einanber gleich, bie tnnern äßintel 




I ben SBinleln b(r gwablinigen giguren. 17 

^aroKele ©etabe ^aben einerfei ober bie ent' 
^r Eintel mit unenbtic^ fernem @c^eitel ^at ben 
Senn in^befcnbere jrcei @erabe ju einer britten 
(2), fo finb fie paxaUel 

ü einee Siutetä mit ben ©(^entetn einee anbern 
unb einerlei SRii^tung ^aben, (o finb bie SEBintel 
1 ED unb BA, EF unb SC paxaM (in einertet 
)er ajintel DEQ=ABO, FEG 
tä) ©ubttflction (ob« aibbition) ', 



el eine« SCinleld ber JRei^e natif 
anbem Sßtiitetd in einerlei ®inn 
9 finb bie SBinfet einanber gleic^. '\ ß^ 
i^EH unb BC^EI (in einerlei 
;nb, fo finb ouc^ bie SÖintel OEJ? 
c^, meiere Bon jenen Sinlein fid& " 
lurc^ ©ubtraction ber gleii^en SBinlel DEH unb 
DEI erhält man HEI=DEF; meÜ aber DEF 
1E1 = ABC. 

le bei SSinlet eine« n®d«, beffen Perimeter fic^ 

trägt (n — 2). 180». SEBenn nämti(^ au« bem 

(k + D^cf ABMCD . . ober 

oäiJ^ft bie ©umme feiner Stn^ 

t erften galle ift bie £)iffereni 
DCM — {GBA + DCB) 

B + BCM =180" (8). 
finbet man für bie 'Differenj 
DCN — (CBÄ + DCB) 
ben Sert^ i^O" — CBN — BNC — NCB = 180", 
nai^bem man ben tonbejen SJintel CNB haxü) 360" 
— BNC erfefet ^at. 9iun ift bie Summe ber SJinM eine« 3edö 180", 
folglich beträgt bie ©umme ber SBinfel in einem A<ki 2.180", in einem 
5®il 3.180", H. f. tt,, Dorauögefe^t, bog bie Perimeter fic^ felbft nicfjt 
fctmeiben. 

iJie ©umme ber augentoinlet eines ngrfö, baß nur concabe 53in= 
lel ^at, beträgt 360" unabhängig Bon ber anja^I ber (Sdpuncte. S)euH 
bie Summe eine« ©inWö unb tee baronliegenben aiu^euroinfel« ift 
180", alfo bie ©umme aller üBintel unb anßenntintet n.180". 'Jiun 
beträgt bie ©umme ber aütntel be« nöd« («—2). 180*, folgl"^ bie 
©umme ber Sluftenminlel 2.180". 





IS SSintta Ku^. flammctrit. 

fflJenn bei ^etimeter beC ^ct^aone P* f'f&fi f^neibet 
bte Summe ber Söinfel gerobmal ober ungecobmat 180», 
bte 9)1)0^1 bar @d))untte gerabe obei ungeiabe ift. 3- iB. t 
bn Sßtniel be« 5lgc(« 
bie auf bei bejeii^neten 
^etimeteifl liegen, Witt: 
''^ inbem man bun$ einen 
^unct bte @^nfe( ( 
.^ OPj , OP, , OP^ , OJ 
mit ben ©eiten AB, 
DE, EA, AB jie^t URb .jlDar a6tt)ec^(e(nb in bet entgegen^« 
in berfelben Wicklung.*) Donn ift CBA=PjOP„ DCB 
«. f. ». CIO), fotgtic^ 

CBA + DGB + EDC ■+■ AED + BAE 

= p^oPj + PjOpj 4- p^oPj + P5OP4 + Pgi 

1)iefe©umme giebt ben SBinfet PflOP,, bet ungetabmal 180 
liegenben j$atle 3 . 180**) bcttägt, tbeil bet legte ©^entel 
entgegengefegt ift. IQei bei ®ummirung bet ÜBtntel eines ^dI 
getaber ©eitenja^f finbet man einen SÜiinfet, beffen legtet ® 
bem etften einerlei iftif^tung f)ai, beffen SJert^ alfo 0, ; 
^ietnati finbet man als Summe bet SSintel eine« 4(£($e < 
obei 4 mal 180", al8 @umme bet SSinfel eine« 5@(fe eutme 
3 ober 5 ober 7 mal 180", u. f. 10. 

§. 3. 230« beH Seiten eiueS tireierf».* , 

1. I. ein ICteiecf ^ei§t gleid&f^enteüg (laooKeiJs), toenn jroei 
®eiten beffetben einanbet gleich finb. !£>ie britte @eite ^eigt votjugS' 
V« meife bie fflofi«, ber gegenübeiliegenbe Sdpunct bie 

\f, ©pige be8 gleic^fc^enfeligen Srciede. 

@Ieic^en Seiten eines lOteiedS liegen gteic^e Sin» 
tel gegenüber. Obet: bie JBintet an bet SBopS eine« 
gleidjfi^enteligen SDteiecta finb einanber glelc^. Senn 
bie ©eite BC = CA, fo ift bet aäJinfet A = B. 
Dae '©reied ABC betft {tiS) felbft auc^ bann, menn 
mon es ummenbet unb C mit C, CA mit' CB, CB mit CA Beteiut. 
5Dabei betft bet ©i^entel AB ben ©r^enfel BA (§. 1, 3), alfo ftnb bie 
an ber ©elte AB (iegenben SJinlel einonber gleiii^. 

ein aßinW on ber ÖafiS be« glei(^f(^enleligcn IireieÖ« ift fpife 
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(§. 2, 6) imb bic ^älfte be« augcniuintcte an ber epHit, »eil i>C^ 
= Ä^C + CBA = 2CBA. 

n. ©er arijgern ©eite eine« 3>reie<f6 liegt bcr gti^ixt SBinfel 
gegenüber. SQäenn B€ > C.!, fo ift A > B. 

Sdttoti^. SErägt man CA auf C5, fo baß DC 
= C4 fo ift ber SBinfet BAC>DAa gerner ift DAC 
= CDA gegenüber ben gteld^en @eiten DO, CA be« 
$)reted« ^PC (1). (gnbK^ ift CD.4 > CBA, atö 
augentoinfct be^ ©reted« ABD (§. 2, 6). äu« bn X 
^rämiffen BAC:>DAC, DAC=CDA, CDA'::> CBA 
folgt BAC > CBA. 

III. ©leld^en Sjöinlefn eine« Dreietf« liegen gteid^e ©eiten gegen* 
übfer. aSenn A = 2?, fo ift BC= CA. ffiSrcn BC unb 0^ ung(eid^, 
fo tt>firben A unb 5 ungleich fein (2). !Die§ ift gegen bie S5orau«^ 
fe^ung, atfo fiJnnen BC unb CA niäft ungteid^ fein. 

IV. 2)em gröfeern SBinfel eine« !l)reied« Hegt bie größere ©eite 
gegenüber. SBenn A > B, fo ift BC > CA. SBäre BC = CA, fo 
toürbe A = B fein (I); »are BC < CA, fo »ürbe ^ < 5 fein (II). 
®eibe« ift gegen bie SJorau«fe^ung, alfo lann BC »ebcr ebenfogro§, 
nod^ Keiner fein atö CA. 

3m re<i{>ttDtnIeügen Sireied ift ber redj^te SBinfcI, im ftumpfminleli* 
gen (Dreied ift ber ftum^fe SBinfel größer al« jeber t)on b^n beiben an^ 
bem SÖinletn (§* 2, 6> 8lIfo ift bie f)l>i)otenufe größer afö iebe öon 
bcibeu Sat^eten; bie bem ftumt)fen SBinfel gegenüberüegenbe Seite ift 
größer ate jebe t?ött ben beiben albern Seiten. 

a* I. 3ebc (Seite eine« Dreied« ift Heiner aC« bie Summe ber 
beiben anbern Seiten^ größer al« bie S)ifferenj berfclben. 

AB — BC < CA < AB + BC. 

kernet«. ä3er(ängert man AB unb mad^t 

BD = BC, fo ift AD = AB + BC unb a 

ber ©inlel CDB =BCD (l); ferner BCD ..^-^N 

< ACD, mitW CDB < ACD] enbttd^ CA ^^^^^^ / ^^ ^ 

< AD gegenüber ben unglei^en SBinfetn ^ik:^___/ A 

be« Dreied« ADC (1, IV), b. % CA<AB ^ ^ 

+ BC. (gbenfo ift AB < BC + CA, toorau« tnxif Subtraction bon 
BC gefi^Ioffen toirb, baß AJ5 -^^ BC < CA. , 

9Son ben ©treden, toetc^e jum *ißertmeter eine« ÜDteied« bereint 
n>erben f oUen, finb 2 miatürlid^ ; bie 3te fann nur jmif d(^en ber Summe 
unb ber Differcnj bcr beiben erften gewäl^lt merben. 

II. 3)ie gerabc Sinie jtoifd^en 2 ^uncten ift fürjer at« jebe anbere 

2* 



20 ä^ititee ^uä). ftaninetrle. 

jlDtfi^eti benfetbtn ^uncten ent^attene Sitite, unb gieU ti 

bet ^uncte an. ^. SO. AB < BC ■+■ CA, CA < 

DA<,DE + EA, . . (I). 

AB taijei als bie sebroc^ene 

(flrjet aü bie gebrochene Sinie . 

Kg jer at« bie flebtot^ne Sinie l 

(üijer a(8 eine Sinie, bie in um 

jUtif^n B unb A unenbtic^ m 

anber folgenben Runden gebrochen, bon ttgenb einet humn 

nlf^t unterfi^eibet. 

SßJenn ber ^unct D »on bera % 
lyctkdi ABC eingefc^toffeti ip, fo i 
c^ene Sinie AD + DB fütiet a(« 
S)enn bie ®erabe AD f(^neibet BC 
DB < DE + EB, fofalid^ 

AD -\- DB <C AE -\- EB < Ä 

III. Unter ben ©tteden, welct»e bon einem ^uncte 

auf einer ©etaben enbigen, ift bie notmale bie Wtjefte, ii 

'älbftanb bes ^uncte« bon ber ©eraben an. Sien 

A iu MN, unb AC eine beliebige anbet 

bie einen ^unrt bet ©eraben MN i 

bet, fo ift in bem rec^tntinfeligen > 

-^ bie Sat^ete^ß Keiner at6 bieÖtHioti 

B 

3. SBenn ber Slbftanb bet <Sentren von jivet jhretf 
aXi bie @umnte ber 9tabien, fo fctriiegen bie jheife einanber 
ber abftanb bei (Sentien ber @umme ber 9?abien gleid^ ift 
fii$ bie ßreife äugen in einem ^und. ÜlSenn bei Stbftanb 
tleiner otfl bie ©umme unb gtijger al8 bie SDiffeienj bei iRabten ift, 
fo f(^neiben fi($ bie fireife in gmei Runden. SEJenn ber Ibftanb ber 
Zentren ber IDiffetenj bet Stabten gteic^ ift, fo berü^iren fi(i bie Äteife 
innen in einem ^uncte. SßJenn bet äbflanb ber Sentren Keiner ift, at« 
bie Iiiffetenj bet 9iabien, fo fc^liegt ber gtößeie Sreiö ben (leineni ein. 

©ewetö. ©ie ^uncte be8 fireife« S ^aben bon bem Sentium A 
oerfc^iebene Slbftänbe. !j)er ^unct C, loelt^et in bet atit^tiing BA liegt, 
ift bem ^unct A am näi^ften; ber $unct D, njetc^ei in ber entgegen» 
gefegten Stiftung liegt, ift bem ^unct A am fetnften; b. (». AC < AE 
< AD, »eil (2) 

AB — BE < AE <, AB -\- BE. 
ein ?unct liegt aber äuget, ouf, in bem ffiteife A, \t not^bem fein 
91bftanb Don bem Senttum A gtSger, ebenfogrog. Keiner ift aU ber 



§. 3. Sott bett @eitett eittee ^xätäi. 
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I SRabtud be« Äreifeö A, toeld^er burd^ r bcjeid^nct 

I tobet). 

' Unter bcr S3ebtngung ^5 > r + BE ^at man 

AB — BE'::> T, AC > r. «Ifo finb atte ^uncte 

bc« Äretfc« J5 t)om fircifc ^ au^fd^Ioffcn. 
Unter bcr ®ebingung AB = r -{■ BE ffat man 

AB — J?E = r, ^C = r, ^E > r. Sllfo liegt 

C anf bem Sreife A, aUt übrigen ^nncte be8 Ärei* 
fe« 5 pnb bon bem fireife A andgefd^toff en , b. 1^. 
ber Ärei« A njirb bou bem Sreife jB in C äugen 
bcrfil^rt. 

Unter ber iBebingung r — BE < AB < r + BE i\t AB — 

BE < r, AC <i r unb r < AB -^ BE, r < AD. Sltjo liegt C 

in, D auger bem greife A, unb ber ftrei« A »irb bon bem greife B, 
ber eine gefd^loffene Sinie ift, in jmei ^uncten (beim (Sin* unb Sludgang) 
gefd^nitten. 

auf einer ©eite ber ©eraben AB fönnen bie Äreife nid^t neben 
bem gemeinfd^aftli^en ^unct F einen ^unct G gemein l^abcn. 5Der 
^unct O lann nid^t in bem IDreiedf ABF liegen (2, II). Siegt er in 
bem SaSinfel BAF, fo ift ber ffiinfet AFGr>BFG, BFO 
= FGB, FGB > FGA, folglid^ AFG > FGA unb 
AG > FA, gegen bie SSorau^fefeung. Sbenfowenig fann 
G in bem SBinfet FBA ober in bem ju ^i^^ gel^örigen 
©d^eitetoinfel liegen. 

Unter ber ©ebingung AB = r—BE i\t AB + BE 
= r, AD^r, AE<r. Sllfo liegt D auf bem Äreife^, 
alle übrigeniSuncte be^ Rreifeö B finb t)on bem greife A eingefd^loffen, 
b. f). ber Äreiö A toirb bon bem Äreife ^ in D innen berül^rt. 

Unter ber ©ebingung AB < r — BE ift AB + BE < r, 
AD < r. aifo finb alle ^uncte be« Sreife^ B tjom «reife A einge* 
fc^loffen. 

*♦ SBenn ber Sbftanb einer ®eraben bom Sentrum eine^ ^eife« 
größer ift al« ber JRabiu«, fo ift bie Oerabe bom Äreife au^gefd^loffen. 
SJcnn berfelbe Slbftanb bem JRabiu^ gleid^ ift, fo berühren fid^ bie ®e^ 
rabc unb ber Srei^ in einem ^uncte. SBenn berfelbe äbftanb Keiner 
ift al« ber JRabiu«, fo fd^neiben fid^ bie ®erabe unb ber Ärei« in ^mei 
^uncten. 

©eioei«. ©ejeid^net man ben Sbftanb ber ©eraben bon bem 
Sentrum A burdf^ AB, einen beliebigen anbern ^unct ber ©eraben burdj^ 
0, fo ift AB < AC (% III). 
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Unter ber iöebingung AB > r, tDortn r ben 
{Rabiu^ bc^ Sreife^ ^ bebeutet, pnb aüe "^uncte 
ber ©eraben bom greife A au^gefdf^toffen. 

Unter ber ©ebingung AB = r, ift i40> r. 
Sltfo liegt jB auf bem Sreife A , alle übrigen 
^^uncte ber ©eraben [inb bon bem ftrelfe aM'^ 
gefd^toffen, b. 1^. ber Äreid A toirb bon ber Oeraben in B bcrül^rt. 

Unter ber Scbingung ^ß < r ift B öon bent greife A etngc** 
fd^toffcn, unb bie ®erabe, ttjeld^e bon B avi^ nad^ beiben ©eiten in« 
Unenbli($e fi^ erftredt, f^neibet ben Ärei« A in. itoei ^uncten D, E. 

©ie übrigen ^uncte ber ®eraben finb üon 
bem Greife ein* ober,au«gefd^toffen, ienad^»» 
bem fie jtpifc^en D unb E liegen ober 
nic^t. ißiegt F jtt)if(i^en D unb E, fo ift 
ber SBinlel FDA = AEF; gegenüb^er ben 
gteid^en Seiten EA unb AD be« ©reied« 
ADE (1), AEF < ^FZ> al6 äugentoinfel beö ©reiecj^ ^FE (§. % 6), 
mitl^in FZ>^ < AFD, alfo, ^F < ^Z?. Siegt G auf ber aSerlänge^ 
rung bon DE ienjeit E, fo ift ber 2BinIeI GDA = AED, AED > 
^(?£>, mithin GDA > ^ffZ), alfo AG > ^D. 

SBeit bemnad^ 3 beliebig nal^e '^Siincte be^. Sreife^ nid^t auf einer 
©eraben liegen, fo ift ber ^reid eine Irumrae ßinie (§. 1, 3). 

5. @ine®erabe l^at in aßen ^uncten biefelbe Siid^tung; eine Surüe 
^at im ungemeinen in jebem *ißuncte eine beftimmte 5Rid^tung, in bcr^ 
fd^iebcnen ^uncten oerfd;iebene. 9iid(|tungen. Unter ben ©eraben, meldte 
burd^ einen gegebenen ^unct einer Suroe fid& jiel^n laffen, fällt im am*» 
gemeinen eine mit ber Suroe in ber 9iä^e be^ gegebenen '^Suncte« am 
genaucften jufammen, fo ba^ jwifd^en i^r unb ber ßurbc eine Oerabc 
fid^ nid^t jiel^n läßt, ©iefe ber Suroe in bem gegebenen ^uncte am 
engften fic^ anfd^miegenbe ®erabe l&eigt eine 2^ a n g e n t e (SBerül^irenbe) 
ber Surbe; ber gemeinfc^aftlid^e '^Sunct ber I^angente unb fiurbe ^eigt 
ber S3erü]^rungöt)unct. 2)ie Sangente giebt. bi^ JRid^tung. ber 
Surtje in bem S3erü]^rung«^)uncte an. 

Um bie SCangente ber Surbe MN in A ju finbcn, jiel^t man . bie 
®erabe AB nad^ einem in ber Stalle bon A auf ber Surbe liegenben 
'^Suncte B, SÖenn nun ber ^unct B ben SSogen BA jurüdtlegt, fo brel^t 
fid^ bie nad^ B gerid^tete (Serabe AB um A, unb wirb jur SCangentc 
AC, inbem B mit A jufammenfäHt.*) SBeil bie ©el^ne AB bie {Ric^*» 



*) 2)icfc „a^etl^obc ber Slatigetttctt" rourbe im 17. Sal^rl^unbcrt toon gctmat, 
$ugcn«, iRctoton, geibnij au8gcbilbct. 35ergl. tlügel mat§. SB. I p. 280. 
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tttitg ber SCangcnte AC txff&lt, tpcnn 
i^re Sänge Dcrfd^toinbct , fo fagt mon, 
ba§ bic Siangcntc mit bcr Sutüe 2 
unenbltd^ nal^e ^uncte gemein 
f)<A, bie in bem öerül^rung^punct ber* 
eint ftnb. Der l^inreid^eiib Heine So* 
gen AB liegt in bem SSäinfet BAC, fo 
ba§ itoifd^en bem ©ogen AB unb fei* 
ner Sangente AC eine ®erabe nid&t 
gcjogen n>erben lann. • ''"^.^\ 

SBenn in^befonbere ber 23ogen '*\® 

AB einem Ärctfc angehört, beffen 
Sentnim C, fo ift ba« IDreied OAB glei^fc^enfelig, atfo (1) ber ©infel 

OAB = ^180« — BOA) = 90« — |50J. 
goßt nun B mit ^ jufammen, fo berfd^ioinbet BOA, unb OAB tt)irb 
rc^t, toäl^renb fein ©(^enlel ^5 jur SCangente be« 23ogen« toirb. Sllfo 
ift bie S:angente eine^ greife« normal jum JRabiu^ t>t^ Serül^rung^*' 
puncto; i^r Sbftanb bom Zentrum ift einem {Rabiu« gleid^ (4). 

äud bem 3"föttii«cnfa£(en bon 2 gemeinfd^aftCici^en ^uncten toirb 
burd^ biefetbe JlWetl^obe bie ©erfll^rung bon 2 gegebenen Surben abge* 
leitet. !Die Surben l^aben in bem 23erü]^rung^})uncte eine gemeinfd^aft»* 
(id^e gerabe Sangente. 

•♦ Unter bem SBinlel einer Surbe mit einer fie fd^neibenben 
geraben ober Irummen 8inie berftel^t man ben SBinlel tl^rer SCangente 
in bem gemeinfd^aftlid^en ^unctc mit ber ©eraben ober mit ber 2:an* 
gente ber anbern Surbe in bemfelben ^uncte. Sine ®erabe, toetd^c bic 
ßurbe red^hföinfefig fd^neibet, l^ei§t eine 5>iormaIe ber Surbe. 5Der 
fflinlet ber Surbe mit il^rer eignen S^angente (angulus contactus s. con- 
tingentiae) ift 0, obtt)ol^I jtoifd^en ber Surbe unb il^rer S^angente burd^ 
bcn 83erül^rung^})unct berül^renbe Surben gel^n lönnen, tüeld^e ber er^ 
ftem mel^r ober minber fid^ anfd^miegen unb mit il^r fo ju jagen ber* 
fd^iebenc unenbtid^ Meine Söinlel einfd^Iießen. 35ergt. §. 13, 10. 

35er ßreiö bilbet mit feinen JRabien redete SBinlel (5), mit einer 
©cl^ne in bcn beiben Snbpuncten berfelben gleid^e ft)ifee SBinfcI, bie 
Sonqjfemente ber SBinlet an ber ©aft« be« gleid^fd^enleligen ^Oreiedt«, 
beffen ©pifee ba^. Sentrum ift. 5Die Segmente eine« Äreife« fiJnnen 
mit »iüdfic^t auf ben SBinlel be« ®ogen« mit ber Seltne ft)ifett)infelig, 
redjitioinletig; ftumjjftDinlelig genannt tt)erben, ie nad^bem fie fleincr, eben 
fo gro§, größer finb ate ein ^albfrei«.*) 

*) ©teiner «rette 3. 24 p. 108. 
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3»et ftreife, todc^ fi(^ in 2 ^uncten f(^neiben, bttben mit einan^ 
ber in briben ^mieten gkid^e SEBinlel. Sknn 3 ftreife in einem ^uncte 

^df f(!^neiben, fo bilben {te ein ^ogen^' 
breied, beffen ffiinlel bie ©umrne 180^ 
l^aben. 3- ®- ^^ ^«w ©ogcnbreied AßC 
ift ber ©inleC A ==^ a, B = ß, C= y, 

A-hB + C= a + ß + y =180^ 




ffienn in bem Sogenbreied ABC bie 
©nmme ber SJinlel 180<> betragt, fo 
ft^neiben ft(!^ bie ©ogen AB, BC, CjA 
in einem ^unct. !X)enn fobalb ber Sogen 
ABB nic^t bur(^ ben gemeinfc^afttic^en 
^nnd D ber ©cgen 50, Ol ge^t, fo ift bie ©umrne ber ffiinW "otx^ 
fc^ieben t>on ber ©nmme ber 93infe( bed Sogenbreiedd ABC, beffett 
Sogen bnrt^ D ge^n.*) 

§ 4* gSon ben giguren^ »elc^e einem Äreife ein^ 

ober umgef(^rieben finb* 

1. (Sin $o%on l^eigt einem anbem ^ol^gon eingefd^rieben 
nngcriptum), »enn feine (Sdpuncte ber Dteil^e naci& auf ben ©eiten bed 
anbern ^ol^gon« liegen; umgefd^rieben (circmnscriptam), n>cnn feine 
©eiten ber JRcil^e nad{> burdf^ bie (Sdpuncte be« anbem gel^n. @in $o* 
(^gon ^ei^t einer (Surbe eingefti^rieben, loenn feine (Sdpuncte auf ber 
Snrte liegen;, umgefd^^rieben, menn feine ©eiten Tangenten ber (kuri>e 
finb. Uebet^aupt, toenn eine gtgur einer anbem eingefd^rieben ift, fo 
ift bie anbere ber erftern umgefd^rieben, unb umgelel^rt (Eucl. IV). 

(Sin SÖBinfet, ber einem Äreife eingefd^rieben ift, b. % beffen ©d^ei^ 
tel auf bem greife liegt, l^feigt ein ^ertp geriete inlel, ber auf bem 
©ogen ftel^t, toeld^en er einf^tie^t. ©eine ©d^cnfel finb ©eignen, bon 

benen eine ein ©iameter ober berfd^Joinbenb 
Hein b. 1^. Xangcnte be« Äreifed fein fann. 
^ (Sin SBinfel ift bem Greife umgefdf^rieben, »enn 
feine beiben ©dientet ben Srei« berfil^ren. 

2. (Sin ^erip^erieioinfel ift bie $älfte be« 
gentritoinlete auf bem eingef^toffenen Sogen.**) 

3, ©. A8B = ^AMB, A8C = ^AMC, ASD 
= iAMD, AST = j^AMS, tocur SC ein 

I)iQmeter, ST eine Sangente beö Sretfc« ift. 

*) ^ lüdet (Stelle 3. 11 p. 222. Wmutl 2xoumt 3. 9 p. 24. a^öbiu« 
Äteißöetto. 47. 

*♦) Eucl. ni, 20. 




§. 4. S3on ben giguren, totXäft einem Äteife ein* ober umgeft^irieben jlnb. 25 

»ctoet«. ÄSC = iÄMC, mit ba« ©rcied SÄM glcidf^fc^enleßg 
tft (§. 3, 1). gbenfo tft 5/S^C = ^BMC, CSD = \CMD. gcrncr 
ift C8T = -iCMS, todl bie Xangcnte normal ium {Robiu« be^ iBcvü]^^ 
rung^puncte« (§. 3, 5). Raffet ift 

ASC — 5/Sf(7 = i(AMC — J?AfC), ^5fi? = iAMB, 
ÄSC + CäZ) = l(AMC + CilfD), ^ÄZ) = \aMD, 
ASC -f C'/ST = i(AMC + C?^^, ^iiS^^ = ^AMS, 

tpobei bie burd^ ie 3 Sud^ftaben bezeichneten Sßintel einerlei @inne^ 
finb (§• 1, 5). 

Slnmerlung. (Sin ^eri^)]^erte»infet iftfrife, red^t, ftnui})f, ie nad^^ 
htm ber etngefd^toffene ©ogen Keiner, ebenfogroß, größer tft ate ein 
f)atblrci«. ^xod ^eri^jl^erietoinlel finb compCementär ober fm^ptementär, 
|e nac^bem bie t)on il^nen eingefd^toffenen ®ogen ju einem ^atbbeid ober 
iu einem ^ei^ fid^ ergänzen. 

8. SlQe ^eripl^erietoinlet auf bemfelben ©ogen ober auf gleid^en 
©ogen clne^ Sreife^ finb einanber gteid^, loeit fie ^älften beffelben Sen«^ 
tritoinfete ober gleid&er Sentriminfel finb (§. 1, 6). äu« allen ^uncten 
eineö Sreiöbogen« l^at bie ©cl&ne beffelben gleid&e fd^einbare ©rögc, 

Umgelel^rt: bie ®t)tfeen ber !Drciedte auf einer gemeinfd^afttid^en 
©afid, weld^e gleid^e SBinlet an ben ©pi^en ^^aben^ ober gleiche ®um«= 
men ber ©inicl an ber 23afi«, ober gteid^e j^^ 

Differenz jU)ifd{>en bem Sßinfef an ber ©pifec s 
unb ber Summe ber SSäinlet an ber ©afi^, 
liegen auf einem beftimmten fireiöbogen, beffen £'} 
®tf)m bie gemeinfd^aftlic^e Safid ift. SBenn 
bie ©infel ACB, ADB, AEB einanber glcid^ 
finb, fo liegen B, C, D, E, A auf einem itrei«* 
bogen. 8äge D in bem ©egment ABCD* auf 
ber (Seraben AD*, fo toäre ber S33infe( 
ADB > AD'B ober ACB (§. 2, 6). Söge E außer bem Segment 
ABCE', auf ber ©eraben AE*, fo toäre ber SBinlel AEB < AE*B 
ober ACB. SBenn CBA + BAC ober CBA + BAC — ACB m^ 
beranbert bleibt, fo bleibt ACB unberänbert, folglid^ u. f. ti). 

SBenn bie 4 ^uncte A, B, C, D auf einem Sreife liegen, fo l^at 
bie ©inferbiffercnj ACB — ADB ben SBertl^ ober 180«, ie nadjibem 
C unb D auf einer ©eitc ber ®eraben AB liegen ober nid&t. 8llfo 
lann über^aujjt 2{ACB — ADB) = gefegt toerben (§. 2, 4). SBenn 
bagegen D nid^t auf bem Greife liegt, ber burc^ A, B, C gel^t, fo ift 
2{ACB — ADB) Don berfdjiieben. Unter ber ©ebingung 2(ACB — 




26 ^i^c« ««*• ^tanimettie. 

ADB) = liegen bcmnad^ bie ^uncte A, B, C, D ouf einem Ärdfe 
in unbeftimmter Ori^nung,*) 

SBenn bie. ^uncte A, B, C, D auf einem 

j, A, Steife liegen, unb bie 5Rormaten DA^,DBi, 

^^-fT-^"^^^ ^' DC^ auf bie Seiten BC, CA, AB be« !Drei^ 

/ '• ^^^^ y\\ ^*^ ^^^ ^^^^^^ »erben, fo liegen bie gu§^ 
/ i )^ 1\ puncte A^, By , C^ auf. einer Oeraben.**) 

\ yl W einem Sreife liegen, fo l^at man ^DA^B^ 

\X_L-- — -/i? = 2DCBy^ = 22)0.1 = 2D5^ = 2DBCy 
^ \^2.^-^ =2DJ,Ci. Sltfo ift 2Z>^iJ5, = 2Z)^iCi 

b. ]^. ^1, J?,, 0, liegen auf einer (Seraben*. 

ÜDie Greife, beren ©iameter DA, DB, DC finb, f^neiben einanber in 

A^, B^, Cj auf einer ©eraben. 

4. S3ei einem bem Äreife eingefd^riebenen SBiered ift bie ©umme 
be^ Iten unb 3ten SBinlete gleici& ber ©umme be« 2ten unb ^ten 2Bin* 
lel^. 3ft M bad Sentrum be^ bem SSiered ABCD umgefc^riebencu 
ftreife^, fo ift BAM = MBA, CBM = MCB, u. f. f., ba^er für alle 
befonbern Sagen beö ^uncteö D 

BAM+ MAD -^-DCM + MCB = CBM + MBA + ADM + MDC, 
BAD + DGB = CBA + ADC 

Sbenfo***) ift bei einem bem Greife eingefc^riebenen ©ed^öed bie ©umme 
be^ Iten, 3ten, 5ten 2l5inlctö gleidji ber ©umme be« 2teu, 4ten, 6ten 
333infete u. f. \o. Um ben entf})red^enben ©afe für ein bem Sreife ein^ 
gefd^riebene^ gfinfed aufjuftellen, betrad^te man baffelbe afö ein einge== 
fd^riebeneö ©ed^öedf, beffen 6ter S(fj)unct mit bem Iten jufammenfätlt, 
fo bag bie lefete ©eite ben Srei« in bem erften ddpmctt berül^rt 
(§. 3, 5). 

SBenn einem Äreife bad S5iere(I ABCD eingefd&rieben ift, beffen 
©eiten ^ogen bon beliebigen Greifen finb, fo ift bie ©umme bon gtoei 
nic^tfclgenben SBinfeln ber ©umme ber beiben anbern gleidf^.f) 9Kan l^at 

ßBa + ÖDy — (aAÖ + yCß) 

= CBß + ßBa + aBA + ADS + ÖDy + yi)C 

— (BAa + aAd -f SAD + DCy + yCß + ßCB) 

= CBA + ADC — (BAD + DCB), 

*) SWübitt« Ärel«i>ettt). 8. 
**) 2)icfet @a(} toitb ?R. ©irnfon jugcfd^rlebcn i)on @ct\)0i8 ®etg. 3(nn. 4 
p. 250. S3et9t. ©ctg. 'änn. 14 p. 28 unb 280, ^oucelet propr. proj. 468, 
***) (Sarnot geom. de pos. 304. 
t) 2e;:cn Acta Petrop. 1782, I. p. 58 l^at bicfcn @afe an bem f^)Mrif(]^ett 
iMerccf bcmcrft. SSgt ©uenau b*^umont ©erg. Sinn. 12 p. 279. 2»iqueX 
Siout, 3. io:p. 347. 
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§. 4. »Ott bcn gigurcn, totl6ft mm Steife ein* ober umgefd^ricbm jlnb. 27 

tteil bic Srct^bogcn mit i^ren ©eignen bciberfeit« 
gleiche SQSinfcl bitben (§. 3, 6). 9?un ift: 
CBA+DCB+ÄDC^BÄD= 360^ ober 0, fotgtl^ 

ßBa + 8Dy — (ccA8 + yCß) 
= 2(05^ -f ^Z)C) = 2(CBÄ — CD^), i> 

©icfc 5Diffcreng bcrfd^tüinbet nur bann, »cnn A, B, 
C, D ouf einem Steife (legen (3). 

Umgefel^rt f daließt man: SBenn in einem öon Sogen beliebiger 
Srelfc gebtlbeten SBlered ble ©umme t>on jtoel nld^tfolgenben SBlnleln 
ber ©umme ber belben anbern gteld^ ift, fo Ift ba^ SBlered einem «reife 
eingef (^rieben. 

5* ein SBlnfel, beff en ©d^eltel bon einem Greife clngefd^toffen Ift, 
ift ble l^albe ©nmme ber ßentrttplnlel auf ben ©ogen, toetij^e ber SBlnlet 
unb fein ©d^eltetolnlet emfd^Ilegen. @ln SBlnlel, beffcn ©dieltet oon 
bem Srelfe au^gefd^Ioffen Ift, Ift 'ble ^atbe ^Differenj ber ßentrtolnlel, 
auf ben bon bem SBlnfel elngefd^toffenen Sogen *) S)le jwlfd^en pax^ 
aßeten ©eignen entl^altenen SBogen be« tolfe« flnb elnanber gleld^, 
ffienn eine Sangente unb eine ©el^ne be^ ^elfe« t>araael flnb, fo Ift 
ber ®erü^rung«|)unct ble 2»ltte bee elngefd^Ioffenen Sogenö. 

©emeU- Der S33lnfet ABC Ift ein 2lu^ 
ßentolnlel bc« ©relecfö A'BC, folglld^ ABC y^T ^^ » 
= BA'C + A'CB (§. 2, 8) ober ABC = J ü/ Ajg 

AA'C + A'ca. \Lc;:::: 

!J)er 8BlnIeI ADE Ift ein SBlnlel be^ Drel^^ ^ A^CT y C 

cd« A'DE, fotgtld^ ADE = AA'E — DEA' \/"^><i 

ober ^^'E — E'EA\ . 

SBenn ble ©eignen CC, EE* ^ox<xM flnb, fo bltben fie mit ber 
©el^ne JE'C gleld^e ober um 180^ berfd^lebene SBlnlel, unb ble auf ben 
Sogen CE unb E'C ftel^enben Sentrltolnfet flnb gleld^ ; gleld^e Sentrl^ 
tolnfet fd^Ile^en gteld^e Sogen ein. 

S)le bon ben parallelen ©eignen CC, EE^ elngefd^foffenen Sogen 
bleiben elnanber gtelc^, loäl^renb E mit E* In F jufammenfällt unb EE* 
jur Sangente FG tolrb. Sn ber Sl^at Ift ber 9tablu6 be« *ißuncte« F 
normal vXiiji nur ju FO^ fonbern au($ ju CC, unb l^alblrt ben ©In^ 
lel an ber ©|)lfec be« glel(^fd^enletlgen ©reled^, loeld^e^ C, C unb ba« 
Sentrum • be6 Greife« beftlmmen. Sin Sentrlmlnlet unb fein Sogen 
»erben burd^ blefelbe Oerabe l^alblrt. 

ö* Sin burd^ feinen 5lnfang«punct unb feinen Snb})unct (In ble^ 
fcr Drbnung) bejeld^neter Ärel^bogen läßt 2 fld^ au«fd^ße§enbe !J)eu^ 

♦) 2>iefe @ä(jc tocrbcn bon SSitetto Opt. I, 55 nad^ ^Ctl^ajen mitget^eiU, 
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tungcn ju, fo tangc nidj^t bet ®inn gegeben tft, in toeld^em ber ftrei^ 
bnrd^faufen »erben fott. ©ei bcr ©ejetd^nung bon allen gteid^jettig in 
®etrad^t fommenben SBogcn toirb boraudgefe^t, bag bet Sreid in bem*= 
felben ©inne burc^taufen »erbe, flbeteinfttmmenb mit bcm ©inne ber 
IDrel^ung, ber bei ber Seseid^nung ber Sentritoinfel, »etc^e auf bcn ©o* 
gen ftel^n, angenommen »irb (§. 1, 5). 

3^^^ Sogen, bercn 3lnfang«punctc bereint finb unb beten 35iffe* 
tenj eine ^etipl^etie ift, l^aben biefelben Snbpuncte; bejeid^net man 
einen SBettl^ be« Sogen« AB t>nxä) a, ben SBettl^ bet ^txxpffttk \>nx<fy 
p, fo finb awä) a-\-pf a+2p, • ., a-\-kp SBettl^e be« Sogen« AB, »obci 
k eine pofititDe obet negatibe ganje 3^^^ bebeutet (§. 2, 4). ©al^ct ift 

AB + BA ^ 

obet eine beliebige poptibe obet negatibe ganjc Slnjal^I bon ^ettj)]^etien ; 
unb fiit jicbc Soge bet ^uncte A, B, C auf bem Steife l^at man 

AB + BC = Aa 
SBenn jmei ©eignen pataüel finb, fo ift bet Sogen bom Slnfang 
bet etften iwm Anfang bet jmeiten bem Sogen gteid{>, bet bom (gnbc 
bet jtpeiten jum ßnbe bet etften ©el^nc fid^ etfttedt (5). ®inb bic 

©e^nen AB, A'B' t)atattel, fo finb 
bic Sogeu AA* , B'B obet AB' , A*B 
einanbet gleid?* 

Umgelel^tt fd^Uegt man avi^^ ber 
®Ieid&]^elt bet Sogen AA\ B*B, bag 
bie bom Anfang be« einen nac^ bem 
@nbe be« anbetn Sogen« gel^enben 
©eignen AB, A'B* pataüel finb. 

3ie]^t man »ittüitßd^ bie )pax^ 
aüetcn ©eignen AB unb.J'J?', BC 
unb B*C, CD unb OD*, DE unb 
D'Ef, . . , fo finb bie Sogen AA\ B% CO, D'D, EE', . . einant>et 
g(eic^. B^igtid^ finb bie ©e^nen 

CA unb CA\ D*A* unb DA, E'A unb EA\ . . . 

D'B unb DB\ EtB* unb EB, ... 

EfC unb EC, . . . 

paxaüzl 

Die ©e^nen AB, BC, CA* bitben mit ben patattelen ©el^inen A*B*, 
B*a, OA ein bem Steife eingefd^tiebene« ©ed^öedt. SDie ©eignen AB, 
BC, CD, DA bitben mit ben ^^ataüefen ©e^nen A'B*, B*C, CD', D'A' 
jiDei bem Steife eingefd&tiebene Sietedte. ÜDic ©eignen AB, BC, CD, 
DE, EA* bilben mit ben tjataüelen Seltnen A*B\ B'C, CD', D*E*, 
E*A ein bem Steife eingefdf^tiebene« '^t^wtd u. f. ». Uebetl^aupt finb 




§. 4. S3oii bcn gigutcn, toet^e einem ^eife ein* ober umgefd^tieben finb. 29 

bei einem bem Äteife eingefd^ricbenen (4« + 2)@cf bie te^te unb bic 
(2n + i)te @cite porattel, tpcnn bie auf bie (2n + l)te folgenben 
©eiten ber Stellte m^ff mit beii erften 2n ©eiten parallel finb. ©ei 
j»ei bem greife cingefd^riebenen 2n@(Ien finb bie legten ©etten paxaU 
Icl, toenn bic erften 2n — 1 ©eiten be« einen ^ol^gon^ mit ben erften 
2n — 1 ©eiten be^ anbern ^ol^gonö ber {Reil^e nad^ parallet finb.*) 

7* SSBenn jtoei Äreife fid^ in R unb S fd&neiben, unb burd^ R 
®erabe gejogen werben, bie ben einen Sreid in A, B, C, . . , ben an* 
bern in A*, B', C, • . fc^neiben, fo l^aben ß' 

bie in einerlei ©inn genommenen ©ogen A4 y^ ^!!^^3^ 
unb SA', SB unb SB', .., AB unb A'B\.: / ^Jr^^^^ « 
gleiti^e Sentritt)infet. ÜDie ©retede SAB unb /r'L--^"/^ \V\ 

SA'B', SAC unb SA'C,.. I&aben ber «eil&c ( '\^ 

nad^ gteid^e ©infel ; bie SBinlet ASA\ \ \ y 

BSB', . . , AB^A'B', AC^A'a, BCB'O, \ X._/^ 

. . ftnb einanber gleid^ unb gleid^ bem SEBim ^v ^ S ^ 
lel ber beibcn Äreife **) 

©etoeiö. SBeil R, A, A' auf einer ©eraben ßegen, fo ift (§. 2, 
4) 1SRA = 1SRA\ g« finb aber 2SRA, 2SRA' ben Sentritoinleln 
ikidf, bie auf ben ©ogen SA, SA' fte^n. Sllfo ftel^n auf ben Sogen 
SA unb A4', SB unb SB', .., AB unb A'B', . . gleidSie 6entritt>inlel. 
Die $uncte S, A, B, C, . . liegen auf bem einen ^eife in berfetben 
Äeil^enfolgc, toie bic ^uncte S, A', B', C,,. auf bem anbern Äreife; 
folglid^ fmb bie ^erit)^eriett)in1el ASB unb A'SB', BAS unb B'A'S, 
SBA unb SB'A' gteid^. gerner ift ASB + BSA' = BSA' + A'SB, 
b. ^. ^5.4' =. BSB', u. f. tt). (gnblidSi, »eil J?-4;Sf = J?M'5, fo ift 
AB'' A'B' +A*B'^AS = A'B'^AS+AS^'A'S, b. 1^. ^5M'5' = ^S^' 

tt. f. tp. ÜDer SBinlel ^/S'^' ift aber ber Söinlel ber beiben Ärelfe, toenn 
ber Sogen SA unb bamit bet ©ogen SA' uerfd^toinbet (§. 3, 10). 

änmerfung. 35er ÜDurd^fd^nitt ber (Seraben AB unb A'B' »erbe 
burd^ Q bejeidf^net; nun ift 2AQA' = 2ASA', 2BQB' = 2BSB', 
fotglid^ liegt ^ auf ben «reifen AQA', BQB' (4), unb man fd^tiegt***): 

SBenn jtoet gegenübertiegenbe ©eiten eine^ SSteredt^ AB, B'A* in 
Q, bie beiben anbern BB', A'A in R fld^ fd^neiben, fo gel^n bie greife 
ABB, bb'Ql, B'A'R, A'AQl burdj! einen ^unct Ä 

8. !Die S^angenten an ©egenpuncten eined «reifet finb parallel, 

♦) Wi>V\VL% (Srettc 3. 36 p. 216. S3etgt (Stelle 3. 6 p. 310. 3)en @a<5 tom 
@ed^«ctf, einen befonbern gaÄ be8 $a«carf(ä^en 2:]^eorem8 (Xrigon. §. 7) i^atte ®et* 
gönne betrachtet Sinn. 4 p. 78. 

♦*) »ergl. bie »on SRöbiu« @tati! 118 angeflehten «etrad^tungen. 

***) ©teiner in ©ergonne*« ^nn. 18 p. 302. 
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n^cll fic normat ju bcm ©iameter ftnb, bcr bic S9erfi]^rung^}>iinctc t>et*= 
binbct (§. 3, 6. §. 2, 10). 

S)tc Siangentcn an ben (gnbipunctcn 
einer ©el^ne bilben mit ber ©el^ne ein 
gteid^fc^enfeßgc^ S)reie(I, toctt fie mit tl^r 
gleii^e fpitje SSSinlet einfc^liegen (§. 3, 
6. 1). 

2)urc^i jeben üon bem ^eifc auöge* 
fä^loffeneti tßnnct ge^ft 2 S:an8enten be« 
treffet. 5t)ie SJerül^rung^jJuncte liefen auf 
betti Steife, Don toet^em 'b^t gcgeBene 
$unct unb ba« Sentrum bee gegebenen Steife« ®egent)untte finb, tbeil 
biefe ^uncte mit einem bet gefu(3^ten löetül^tung^^jnncte ein tcd^twiflfe* 
ligeö ibteied bifben (3). . !t)ie Setül^tttttg^puncte l^aben bon bcm ge^ 
gebenen ^nnct gleid^e Slbftänbe. 

9* 2)te IDteiede, toeld^e einen S33inIeC gemein l^aben unb bcmfeU 
hin Steife umgefc^tieben finb, l^aben gleiche ^umme bet ^Seiten obet 
gCeid^e ÜDiffetenj jtoifd^en bet Summe bet ben gemeinfd^aftlt^en SBtnIel 
einfc^liegenben ©eiten unb bet btitten ©elte, je nad^bem bet Stei« bon 
ben ©teieden ouögefd^Ioffen obet eingefd^Ioffen ift.*) 

Setoei«. ©ejeiö^net man bie Slangenteit, tbeld^e bon A, B, C,.. 
bi« an ben Stet« teid^en, bet Jfteil^e nad^ butdS^ a, b, c, . ., fo t)al man 

CA -+- AB '\- BC = a — c + a — b + b + c = Ha, 

EA -^ AD — DE = e + a + a + d ^ (d + e) =± 2a. 

Umgefe^tt fc^Iie|t man: S)ie üDteiedc, meldte einen SQäintel getttctti 
l^aben unb gleid^e ©umme bet ©eiten, obet gleite 5Diffetenj jmifd^en 
bet ©umme bet ben gemeinfd^afttid^en SBinfel einfd^lie^enben ©eiten unb ber 

btitten Seite, finb bemfelben 
Steife umgefd^tieben. ^tnnFG 
nid^t, tool^t abet FH eine Zan* 
gente be« bon AB, BC, CA 
betü^tten Steife« ift, fo ift 
FG + GH :> FII (§. 3, 
2), alfo GA + AF + FO 
::> HA + AF-+- FB. 5Run 
ift EA+AF-\-FH = CA 
+ AB + BC, fötgtid^ GA 
•\. AF + FG > CA -j^ 
AB + BC, u. l to. 




*) 2)er entf^>te(i^ettbc ®a% ber ^\^idt ifl bem 8ej:eU*f^ett @afee jugeorbnet 
@tereom. §. 4, 13. 



§. 4. 35on ben gigitrett, njct^c einem Äreifc ein* ober untgef ^rieben flnb. 3 t 

10* aßenn ein S5iered einem Steife mngefd&rleben ift unb ben 
Sreid einf d^tiegt ^ fo ift bie ©urnnte k>Qn jtt)ei nid^tfolgenben <Setten 
bcr Summe ber belben anbern ©eiten gletdj!.*) gür ba^ umgefdSitiebene 
Siered, toelc^eö ben Sreiö nid^t einfc^Iiegt, gilt bctfelbe ©ajj, »enu man 
bie ©eiten mit ben entgegengeftfeten ^tiä^^n nimmt, in JBcjug auf toetd^e 
bcr Srel« bie entgegcngefe^e Sage l^at. 

Setoei^. 5Jiad^ ber in (9) angenommenen ©ejeld^nung ift in bem 
SStered ÄBCD f Dti)o]^I AB + CD, al« and^ BC+ DA^a + h + c-^-d. 
ebenfo tft in bem SJieredf EBFO fowol^t EB-\-FG afe aud^ BF+GE 
= eH-J+^— /. 

dagegen ift in bem S5tered 
EHJD fotoo^I EH—JD ate 
aud^ —HJ-^DE^e—h — i 
— rf, toäl^renb ber Ärei« in 
SJejug auf bie ©eiten iSJBT, 
DE (b. 1^. in ©ejug auf einen 
biefe ©eiten iurüdHegenben 3w* 
fc^iauer) linte, in JBejug auf 
bie ©eiten ffJ, JD rec^t« liegt, 
iSbenfo ift in bem SSieredf 

EAJK 

EA — JK= - AJ -}- KE, 

«Hb in bem SSieredf AHKD 

AH — KD ^ — BK -^ DA. 

Umgelel^rt fd^Iie^t man: ffienn in einem Sieredf bie Summe un 
jtoei ©eiten ber ©umme ber beiben anbern ©eiten gleich ift, fo ift hü^ 
»icred einem Shreife umgef daneben. (£« fei i.S3- EA^AJ=JK+KE, 
ober EA — JK :== — AJ+ KE, fo berül^rt KE ben ftrei^, toetdj^er 
m ®ejug auf feine Sangenten AE (nid^t EÄ), JK, AJ einerlei Sage 
l^t, unb ber in ber obigen gigur für biefelben red^t^ liegt, ©ilrbe AE 
bon ber burd^. K gel^enben JEangcntc be« crtoöl^ntcn Ärrife^ in E' ge^ 
fd^itten, fo toare JK + KE' = E'A + AJ, KE berfd^ieben töcn 
KE* ± FJE (§. 3, 2), alfo JK -f- KE berfc^iebeu bon JK + KE^ 
+ E!E, alfo aud^ JK + KE berfd^ieben bon E*A + ^ J ± E*E unb 
öon EA + AJ, toiber bie S5orau«fcfeung- 







*} 2)iefe (gigcnf^ajt ber einem Äreife umgefAriebenen «iercde unb bie Äjnftd^e 
©genf^aft ber <&^«eac, u. f. f. ift \)on ^itot M^m. de Paris 1725 p. 45 ange= 
geocn »orben. ?luf bie notbiüenbige SDfiobiflcatton berfelben l^at perfl Steinet 
fcefie 3. 32 p. 305 l^ingetoiefen. 
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§. 5. 93on ben glei(^en unb a\)nli^tn ^ttitdtn. 

1. SBenn 2^et iDreietfe stoei ©etten unb ben etngefc^toffenen 9Bin^ 
lel ber Stetige nad^ gtetd^ ^aben, fo fmb fte gleich unb al^nüc^,*) 
b. ^. c« finb bie ©citen bcr Drcicdc etnanbct gtcit^, bic bcn iltiäfcn 
Xßinteln gegenüberliegen; e^ finb bie SBinfel gleich, bie ben gleiten ©ei^ 
ten gegenüberliegen; ed ftnb bie ^iäd^tn g(eic^. EacL I^ 4. 

fficnn bie ©eiten AB = DE, BC = EF, unb ber ffiinlel CBA 
= FED, fo pnb 

CA = FD gegenüber ben gleid^n ffiiufetn CBA unb FjBD, 
^ACB = DFE * *» ^ (Seiten AB * Z>E, 

i?^C= EDF gegenüber ben gleichen Seiten ßCnnb FF, 
unb bie !Dreie(fe ABC, DEF ^aben gleite gtad^n. 

^eioeid. S3ereintman bie gleid^en äSintel, fo bag 
BA auf ED, 50 auf EF fättt, fo fättt A auf A <^ 
auf F, bie Oerabe C4 auf FD (§. 1,3), bie (gbene 
ABC auf D^F (§. 1, 4). !Die congruenten Seiten, 
äßinlel, ^läd^en finb einanber gleid^. 

9lnmer!ung* IDreiede, rx^Aift gtei^ unb ä^ntid^ 
finb; finb congruent unb u^erben babur^ bereint, bag 
man bad eine entmeber in feiner (Sbene bre^t unb fortbewegt, ober 
erft im Staume ummenbet unb bann in feiner @bene bre^t unb fort« 
bett>egt. 3^ ®- ^öö ©reied ABC lann in feiner Sbene fo fortbewegt 
»erben, baß e« baö S)reied DEF bedt; bagegen mu§ ba« Dreied ABC 
im 9iaume umgewenbet werben, bebor e^ bad ÜDreied HEG beden 
lann, in »eld^em HE =^ AB, EG = BC unb ber SHJinfel HEG = 
CBA ift. SRaumflguren, welcij^e gleid^ unb äl^nlid^ finb, finb entweber 
congruent ober incongruent. 

5Da5 bie ©reiedc ABC unb DEF gleid^ unb ä^ntid^ finb, wirb 
nad^ ßeibnig (Opp. 3 p. 416) tnxäf ABC ^ DEF bejeid^uet. !Da« 
3eid^en über bem ©teic^l^eit^geid^en ift and bem 9lnfang^bud^ftaben bon 
similis gebilbet. 

2* ffienn jwei IDreiede bie brei Seiten ber Öleil^e nad^ gtcid^ ffa* 
ben, fo fmb fie gteic^ unb äl^nlici^. Eucl. I, 8. 

SBenn bie Seiten AB = DE, BC= EF, CA = FD, fo ift ber 
mnMACB=DFE gegenüber ben gleid^en ©eitcn AB unb DE, u. f. to. 




*) 2)kfcr ^luSbtud ift \)on (Suctibe« erft iii ber Stereometrie (Elem. XI) ge- 
braust n^orben. 92a<^ Vegenbre (Elena, de geom. Note 1) braucht man am^ 
gtei^ in ber i^ebeutung t)on gleid^ unb Sl^ntici^. 



W. 



§. 5. Sott ben gleiten unb äl^tiKicl^en ^eiecfen. 
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©ctoci^. SSerctnt mon bie glcid^cn ©eiten AB unb DE, fo bag 
C unb F auf Ktfcij^iebene ©citen bcr gemeinfd^aftlic^cn (Scvabcn faBcn, 
fo |ift in ben IDreiedcn ACF, BCF bcr SBinld 
ACF=CFA gegenüber ben gleichen ©eiten AF, AC, 

FCB=BFC ^ ^ ^ * BF,BC, 

(§. 3, 1), folglid^ ACF+FCB= CFA + BFC, -^ 
b. i. ACB=^BFA. ©ie ®Iei(^ung biefer SBinlel 
in 33erbinbung mit ben @(eic^ungen ber ©eiten, 
toeld^e bie ^Ui^fftn SSSinlel einfd^ßegen, leiert, ba§ 
bie S)reiede gleid^ unb ä^nlid^ finb (1). 

3^ SBenn jmei Dreiede jtt)ei SBinfet unb eine baju gleid^tiegenbe 
©eite ber {Rei^e nad^ gteici{> l^abcn, fo finb fie gCeidf^ unb df)nü6f. EucLI, 26. 

SBSenn bie äöinlet BAC, CBA unb bie an il^nen liegenbc ©eite AB 
ber Sieil^c nad^ EDF, FED unb ber an il^nen fiegenbcn ©eite DE 
^itiäf finb, fo ift bie ©eite CA = FD gegenüber ben gteid^en ©inletn 
CBA unb FED, u. f* n>. SBereint man bie glei* 
d^en ©eiten AB, DEmi bie gleid^en mnhiBAC, 
EDF, fo fattt ber $ünct C auf F; too nic^t, fo 
»ären bie iffiinlet CBA, FED ungteidf^* atfo ift 
bie Seite CA = FD, u. f. to. 

2Benn bie fflJinfet BAC, CBA unb bie bem er^ 
ften SBinfel gegenübcrttegenbe ©eite BC ber JRcil^e 
naät EDF, FED, Ei^gteid^finb, fo finb anü) bie 
ben gleid^en JBinletn CBA unb FED gegenüberfiegenben ©eiten CA 
unb FD einanber gtei^, u. f* U). SBereint man bie ©eite BC mit EF 
unb ben ffiinlel CBA mit FED, fo fäUt 0.4 auf FD] fonft wären in 
bem bon CA unb FZ> auf ED gebilbetcn ^Oreiecl ein aßinlel unb bev 
5Kebentt)iuIeI eine« anbern ungtei^ (§• 2, 6), mitl^ln BAC unb EDF 
ungtei^, gegen bie ä5orau«fefeung. Die ©(eid^l^eit ber britten ©infet 
ACB unb DFE tarn mdf barau« gef^Ioffen »erben, bag in beiben 
SJreiedcn bie ©ummen ber SBinlel übereinftimmen (§. 2, 8). 

«♦ SäJcnn jU)ci 'iDreiede jioei ©eiten unb ben ber gr&gern ©eite 
gegenüberUegenben SBinlet ber ^teil^e nad^ gteid^ l^aben, fo finb fie gleid^ 
unb äl^nlic^. 

SBenn AB > BC, AB = DE, BC = EF, 
ACB = DFE, fo ift CA = FD, u. f. ». 

Setoeid« S3ereint man bie gleid^en SBin^ 
let unb bie gleid^en ©eiten BC, EF, fo !ann 
bcr ^unct A nid^t neben D fallen, giele A 
auf G, fo »äre ber äßinicl DFE<DGE (§. 2, J 

»al^er n. 8. 9lufl. 
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6), DOE = EDO (§• 3, 1), olfo DFE < EDF, mithin DE < EF 
gcflcn bic aSorauöfefeung Aß > -BO. gielc -4 auf i^, fo toäre ber 
mnltl DFE < J7DE, Ä/)£; = EED, folglieft IT/'JS < EÄF, mit*= 
l^iu ^E < jBi^ gegen bie SSorau^fe^ung. Sllfo mufe A auf /> faöeo. 

Slnmerlung» Söenn iu^befonberc jtpei red^tmiufelige ©reicdc bie 
^^potenufe unb eiue Satl^etc ber SReil^e nac^ gletd^ l^aben^ fo fiiib fic 
gleich unb äl^nltd^; benn bie ^^jjotenufe ift größer ate eine Satl^ete, unb 
ben ^i^potcnufen liegen, gteid^e (redete) SQSinlet gegenüber (§. 3, 1). 

Sin ÜDreied ift unjmcibcutig bcftimmt burd^ 2 ©eiten unb ben 
cingefc^Ioffenen SBinfel, burd^ bic 3 ®eiten, burdjy 2 SBinfet unb bie 
©eite, toeld^e an ben bciben äßinleln liegt ober einem bon il^nen gegen* 
überliegt, burd^ 2 ©eiten unb ben SBinfel, ber ber grögern gegenüber^ 
liegt. 3^^i Dreiecfe lönnen ungleid^ fein, obgteid^ fie jtoei Seiten unb 
ben ber Ileinern ©eitc gegenüberüegenben SQSinlel ber 9?ei]^e nad^ gteid& 
l^aben. 

8* ©enn in einem DreiedE jtoet ©eitcn unberänbert bleiben, toäl^ 
renb ber bon il^nen eingefd^loffene ©infct toäc^ft, fo toäd^ft aud^ bic 

bemfelben gegcnüberliegcnbe ©eite. Eucl. I, 24. 
©inb bic ©trcdtcn AD, AE, AF fo lang 
al« AC, bie SBinfel BAD, BAE, BAF größer 
ate BAC, fo finb bie ©trecfen BD, BE, BF 
s länger afö BC. 

©cloci«. 'IDie ©trede AC toirb bon BD au^en, bon BE in C, 
Don BF innen in G gefd^nitten. 5Dann ift 

BC + AC < BD + AD (§. 3, 2), folgltd^ BC < BD] 

BC ein SE^eil bon BE, folglid^ BC < BE] 

BC < BG + GC, AF <: GF + AG, folglidjy 

BC -f- AF <: BF + AC, BC < BF, 

Umgelel^rt fd^liegt man: SQSenn in einem Dreiedt jtoei ©eiten un*= 
beränbert bleiben unb bie britte ©eite »äd^ft, fo toä^ft aud^ ber il^r 
gegenüberliegenbe ©inlel. 

9. I. SEBenn in einem red^ttoinleltgen Dreiedt eine Sat^etc unbcr=* 
anbert bleibt unb ein anliegenber SBinlel toäd^ft, fo toäd&ft fotool^l bic 

anbere Satl^ete ate anä} bie ^^^jotenufe. !J)ie red^t* 
loinfcligen ÜDreiedCc ABC, ABD ffaUn bie ßatl^cte AB 
gemein, ben SBinlel BAD > BAC, 5Dann ift BD > 
BC, unb AD > AC gegenüber bem ftunH)fen SBinlel 
DCA be« 35retedE6 ACD. 

II. ©enn bie ^^potenufe unberänbert bleibt unb 






§. 6. 3)ic be[ottbetett iBicrcdc. 35 

ein anlicgcnbct 2ötnle( mäd^ft, fo roäc^ft bie il^m gcgettübcritegcnbe Sa* 

tl^ete unb bie anbevc ^at^üe nimmt ab. 2)tc Tccf;tti>infeligen Drcicde 

ABC, ABD l^abeu bie ^^|}otenufe ^5 gemein, ben 3BtnfeI BAD';>BAa 

Dann ift ber äBinfet DBA < C^^, meit ber 

^unct C md)t auf bie ®cite BD ober in ba^ 

Sreied ^i5Z) fallen lann, o^ne bag bev Sßinfel 

ACU>ADB tt)äre (§. 2, 6). Die SBinfet DCB 

unb ^DC finb ftumpf, »eil größer at« ^CB unb 

ADB, Dal^er ift fotoo^t DB:>BC, ate aud^ ^D< ^a 

§. 6. Die befonberen 33icrecEe. 

1. (Sin SSicred, beffcn gegenüberlicgenbe ©citen paraöel finb, l^eißt 
ein "ißaraltetogtamm (TtaQaXXrjkoygaiiiAov), ©a^ Parallelogramm 
toitb bon einer 3)iagona(c in jtoci gteid^e unb ä^nlid^e Dreied e get^eilt, 
bon benen eine« ba6 anbere ol^ne borl^erige Umwenbung bedt. üDie 
gegtnübertiegenben ©eiten finb gleic^. 3)ie Diagonalen l^atbiren einan^ 
ber. 3^r Durd^fd^nitt^l^unct l^eißt ba6 6 e n t r u m be^ "ißarallelogramm« ; 
eine burc^ ba^ Sentrnm gejogene ®erabe fc^neibet bie gegenüberliegenben 
Seiten in ® e g e n <) u n c t e n ; bie jtüifc^en ® egenpuncten entl^attene ©trede 
ift ein Diatncter beö ^araüetogramm«, tpeil fie ba« 'ißaraßelogramm 
in iiDei gteid^e unb äl^ntic^e Sl^eite jerfc^neibet, Don benen einer ben 
onbern ol^nc Ummenbung bedt. Die 3ffiitten aller Diameter finb im 
Sentrum beö ^avaüefogramm^ bereint. Eucl. I, 34. 

SBemei^. Die Dreiede ABG, CDA finb gtei^ unb ä^nlid^ (§. 5, 
3), tt)cit bie Seite CA = AC unb bie SQSinlet BAC = DCA, ACB = 
CAD ate SBed^fetoinlel ber ^araßelen mit AC (§. % 10). 35ereint man 
bie gleichen SBinfel BAC unb DCA, fo beden fic^ bie Dreiede ABC 
unb CDA. Die gegenüberliegenben Seiten AB unb CD, BC unb DA 
fuib einanbcr gleid^, gegenüber ben gleidf^en SBin* 
lein ber Dreiede. 

gerner finb bie Dreiede ABM, CDM gleich 
unb ä^nlid^ (§. 5, 3), tpeit bie ©eite AB=CD 
unb bie SBinlet BAM = DCM, MBA = MDC A 
afe ffied^fetminfel ber ^araßeten mit .IC unb 
BD] alfo finb BM = MD, AM = MC, gegenüber ben gleid(^n 2Bin^ 
Wtt ber Dreiede. 

enblicj^ finb bie Dreiede AEM, CFM gteid^ unb ä^nlic^^ (§. 5, 3), 
tocil bie Seite AM = CM u. f. m., ba^er AE = CF, EM = MF. 
S)ie S5ierede EBCF, FDAE beden fid;, menn man eine^ berjelben in 
feiner (Sbcue um M gebre^t ^at^ Bio EF mit FE iufammenfälU. 

3* 
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9« 3e itoei auf einanber folgenbe SBtntel be« ^araQelogramini 
ftnb fu<)|)lemcntär, Je j»ct gcgcnfiberltcgcube SBinlet finb einanber gliüi 
(§. 2, 9). 3ft ein SBinlel rec^t, fo finb an(i^ bie übrigen ©inlct rec^t,^ 
unb ba« ^araltelogramm l&eißt ein JRectanget (o^-^oyowtov, rectan^- 
o rlum, oblongum). !Dic !Dlagonale ber f<)ifeen S2Btn*ä 

Ie{ ift grBger atd bie !J)tagonale ber ftumpfen 2Bin^ 
Ie(; bie ^Diagonalen bed 9tectangete finb einanber 
gleic^. Denn in ben Dreieden ABC, BAD ijt BC 
1b =äD, folgöd^ ÄC gröger^ eben fo groß, Meiner al« 
BD, j[e nad^bem ber ©inlet CBA größer, eben fo groß, Meiner afö ä^Z> 
(§. 5, 5). 

SBenn jmei foCgenbe ®eiten eined ^araQelogramntd gleid^ ftnb^ fo 
ift ba^ ^arattetogramm gleid^feitig (1) unb »irb ein SRl^ombu^ (^oV- 
ßog, losange, Staute) genannt. Der red^tminleßge 9if)omhu^ ift ein re^ 
guläre^ SJicred (§. 1, 8) unb l^eißt ein Qu ab rat (wr^aywvov, qua- 
dratum). (Sine Dtagonate bed $ara(Ie(ogrammd bi(bet mit betf größeren 

©eiten bie Meinern SBinlel, auf ben großem @ei^ 
im ftel^n bie größern SBinlel am (Zentrum; bie 
Diagonalen be6 atl^ombu« l^atbiren bie SBintel 
be^ Wjombvi^ unb finb normai ju einanber. SBenn 
bie ®eite BC größer, eben fo groß, Heiner ift al« 
bie (Seite AB, fo ift ber SSJinfet BAC größer, 
eben fo groß, Meiner al^ACB obtxCAD (§.3,1), unb berSBinlel BMC 
größer, eben fo groß, Meiner aW AMB (§. 5, 5). 

8* SBcnn in einem SSiered, beffen Perimeter fid^ felbft nid^t fd^nei*' 
bet, ein $aar gegenüberliegenbe @eiten paxaüzi unb gteic^ finb, ober 
toenn bie gegenüberliegcnben Seiten einanber gleid^ finb, ober menn bie 
Diagonalen einanber l^albiren, fo ift bad äSiered ein $ara(te(ogramm. 

©etoei«. 3Benn AB unb CD ^jarattel unb gleich, mitl^in bie SBin* 
fei BAC unb DC4 einanber gleid^ [xn\>, fo finb bie Dreiedte ABC, CDA 
gteid^ unb äl^ntic^ (§. 5, 1), b. ^ ber SBinlet AGB = CAD, gegenüber 
ben gleid^en ©citen AB, CD. Die (Seraben BC, DA, »et^e mit AC 
gleid^e SBcd^fetoinfel bilben, finb paraßcl (§. 2, 9). 

SBenn AB = CD, BC = DA, \o finb bie Dreiedte ABC, CDA 
gleid^ unb ä^ntid^ (§. 5, 2). 2lu« ber ©(cid^^eit ber mnMBAC,DCA 
fd^ließt man, baß AB unb CD paxaM finb, u. f. to. 

SBenn AM=±=MC, BM=MD, fo ftnb bie Dreiedte ABM, CDM 
gleid^ unb ä^ntic^ (§. 5, 1). 3lu« ber ©leic^l^ett ber SBinlet BAM, 
DCM fd^tießt man, baß AB unb CD »jarattet finb, u* f. ». 

4. Die ©erabe, meld^fe bie ®|)i^en bon {toei gleid^fc^entetigen 




k. 



§. 6. 2)te befottberett »icrwfe. 



37 




!DTcierfen auf einer gemeinfd^aftlid&en SSafi« berbm* 
bet, l^aibitt bte SBinfel an ben @t3tfeen , l^atbirt bie 
gcmeinfci^aftüd^e Safi« unb tft normal ju berfelben. 

3Benn äC=BC, AD = BD, fo tft bcr SBinId j[\ 
ilCD = 2)C5, CDA = J5Z)C, unb AB Wirb bon --''' 
CD in E fo gefd^nittcn, ba§ 2IE = EB, CEA 
= 90». 

©etocid. 3n ben Dreterfen ACD, BCD tft 
CA = 50, ^Z> = DB, CD = CZ>, folglid^ (§• d 

5, 2) ^C/> = DCB gegenüber ben greid^en ©eiten AD unb DB, CDA 
= BDC gegenüber ben gleid^en ©eiten CA unb BC 3n ben ÜDrei* 
etfcn AEC, BEC ift EC^EC, CA=CB, ber ffiinlel ACE = ECB, 
folglid^ (§. 5, \) AE = EB gegenüber ben gteid^cn SBinfeln ACE unb 
ECB, ber saStnlel CEA^BEC gegenüber ben gleid^en ©eiten CA unb 
BC. !Cie gleid^en SRebenloinIcI CEA unb 5EC finb rechte SBinfet 
(§. 2, 2). 

Slnmerlung. 5Da6 35iered ^CjBZ>, in beut jtoeintat jtoei fotgenbe 
©eiten gteid^ finb, berbient ben SRanten 5R]^omboib (^ofißoevöig), burd^ 
toeld^en fonft ein ^araltelogramnt bejeid^net toirb, baö toeber gteid^toin^ 
letig nodi^ gleid&feitig ift. 

Daö SJiered NMOP, in beut jtoei nid^tfolgenbe 
©eiten <)araßet (nid^t gteid^), bie beiben anbern gteid^ 
(nid^t paraüet) finb, berbient ben iKamen 2:ra<)ej 
(xQctniliov) , burd^ ben fonft ein 33ieredt bejeid^nct 
toirb, »enn cö lein ^arattelograntm ift, ober toenn 
ed ein $aar <)araüete ©eiten l^at. ÜDiefe« SBieredt n m 

toirb aud^ 9lnti})aratIeIogramnt genannt. 

9?^omboib unb S^rajjej beden fid^ felbft nad^ borl^eriger Umtoen^ 
bung im 9?aume unb gel^ören jur ßfaffe ber f^mmetrifc^en gigu^ 
ren (§. 7, 7> 

8^ 35er borftcl^enbe ©afe feiert bie ßonftruction ber §albircnben 
eine« SQSinlet^, ber äWitte einer ©tredte, ber 5RormaIe einer ©erabcn. 
Eucl. I, 9 ff. 

a. Um ben SQSinfel AGB ju l^atbiren, fd^neibet man bon il^m ein 
glcid^fd^enfetiged Dreiedt ab, beffen 95afi« AB bem gegebenen SQSinfet 
gegenüber tiegt. Sluf biefetbe öafi« fteüt man ein anbere« gfeidjy^en* 
feligeö JDreiedt ABD unb jicl^t bie ®erabe CD burd^ bie ©pifeen. 35ie 
^albirenben bon 5Kebentt)infeln finb normal ju einanber. 

5Dic ^albirenbe eine« Sentriioinlefö trifft bie SlÄitte be« eingefd^tof^ 
fenen ©ogen«* 
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b. Um bie ©treäe AB }u l^albiren, fteUt man auf btefe(be }U>ei 
fllcic^fd^enleltflc ©reiedc ABC, ABD, unb jtc^t bic ®erabc CD hnx^ 
bie ©pi^en. 

Um bcn ©trctfcn A'ABB' ju l^albtrea, «nftmirt 
man bie SKtttc C ber ©tredc AB, unb jicl^t bie @€* 
rabe CC paxaM mit AA\ 5Dann [inb bie ©tteif en 
A'ACC, aCBB' congruent (§. 2, 9). 

c. Um bic 5ßotmaIe ber ®craben AB bur^ jE 
SU jiel^n (errid^ten), »äl^ft man A unb jB in gW^^« 
abftänben öon E, ftcttt auf AB ein gleid^fci^cnleUgce 
!Dreiccf ^i9C; unb jlel^t bic ©erabc EC \>mä^ bie ©pifec. 

d. Um bic 5Rorma(e ber ®erabcn AB butc^ C ju jie^n (fäücn), 
toä^tt man ^ unb 5 in gteici^n Sbftänben öon C, fteüt auf AB et« 
anfcere« gteic^^fe^enfeUgc« ÜDrcied ABD, unb iic^t bic ®erabe CD. 

6. 3m gfeid^fd^enleligen 5)reie(I 

ift bie ^albircube beö Söinfetö an ber ©pifee normal jur SSafi« 
unb l^alfcirt biefelbe, 

ift bie ®erabe üon ber ©pi^c na<^ ber STOitte ber Safi« normal 
jur Safiö unb l^atbirt ben SBinlet an ber ©pifte, 

gel^t bie 5Rormale ber ©afiö aw^ ber 3D?ittc berfelben burd^ bic 
©pifee, 

gel^t bie 5Korma(c ber ©afid (kw^ ber ©pifee burd^ bie ÜWittc ber 
Safi«. 

öetoei«. SBenn ^C = CB, ber SBintel ^CE = ECB, fo ift 
^CE ^ ^C^ (§. 5, 1) SBenn AC = (TiB, AfiJ = EB, fo ift ^CE 
^ ^CS (§. 5, 2). Sine ®crabe au^ ber SKitte" ber Safi«, toetd^c 
nid^t burd^ bie ©pi^e ge^t, ift nic^t normal jur S3ofi^. Sine ®erabe 
au^ ber ©pifee, xot\A)t nic^t burd^ bie aKitte ber SSap« gc^t, ift nic^t 
normal jur ©afi«. 

7, giu ^unct, ber üon 2 gegebenen ^uncten gleid^e Slbftänbe l^at, 
liegt auf ber ®eraben, metd^ bie ©trerfe ber gegebenen *»ßuncte normal 

l^albirt. SBenn AC =^ CB, fo ift AD eben fo grog 
ober größer atö BD, ienod^bem SBinfel DCA eben fo 
groß ober grSßer ate BCD (§. 5, 1. 5). Dber: bie 
Sentren ber Sreife, tocld^e eine gemcinfd^aftlic^e ©cl^ne 
l^oben (burd^ 2 gegebene ^uncte gel^n), liegen auf ber 
®eraben, loefd^e bie gemeinfd^aftlid^e ©el^ne normal 
l^atbirt. 

5)ie ®eraben, meldte bie ©eiten eine6 !Dreiedt^ normal l^atbiren, 
ge^n burd^ einen 'ißunct, ber Don ben @(Jpuncten gleid^e 2lbftänbe iiat, 
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ba« ecittrum bc§ bem Dtctcrf untgcfci^rieBcncn Äretfrt (Eücl. rV, 5). 

SBenn ^ID == BD, BD = CD, fo ift JID = CD 

unb bic ®crabc, toctdbc ilC normal l^albirt, gcl^t burd& r 

D (6). 5Dcr Scntritt^itifct ADB ift atDCimal fo jrog 

ate bcr ^cri|)^crtett)mfc( ACB, alfo gtcici^ 180^ ober 

mcl^ ate 180^ , tocnn ÄCB rcd^t ober ftum})f ift. a/ ^,^"V \g 

©n firefe ift burd^ 3 $uncte beftitnmt; toenn bie 

gegebenen ^uncte anf einer ©erobert liegen, fo ift ba^ 

Scntrum unenbli^ fern (§. % 7) unb ber trei^ unterfd^eibet fid^ ntc^t 

bon ber ®eraben, anf ber bie gegebenen ^uncte liegen. 

8» (Sin ^unct, ber bon ^ gegebenen ©eraben gleld^e Slbftänbe 
^oX, liegt auf ben ©eraben, toeld^e bic ffiinlet ber ©eraben ^albiren. 
i)ie 5Rorma(e BC ift eben fo groig ober größer al« 
bie 9lormate BD, \t nad^bem ber ©inlel GAB 

eben fo groß ober größer al« BÄD (§. 5, 6). ^ 

Ober: ÜDie Sentren ber Äreife, toete^ einem gege* 

Jenen ffiinict eingefd^rieben finb (2 ©erabe berühren), liegen auf ber 

^albirenben be« SBinlete. 

©enn Inöbefonbere bie ©eraben ^jaraöel finb, fo liegt ein ^unct, 
ber bon i^ncn gleid^e Slbftänbe l^at, auf ber ©eraben, meldte ben ©trei« 
fen l^albirt. Die 5Wormate BC ift eben fo groß ^, 
ober größer atö bie 9lormale BD, \t nad^bem 
bcr ©treifcn OCBB* eben fo groß ober größer 
ate ber Streifen B'BDD\ 




!Bie ©eraben, toelc^e bie SBinlel eine^ !Drei* ~ 



^ 



ei« l^albiren, gel^n burd^ einen $unct, ber Don 

ben Seiten be« ©reied« gleid^e Slbftanbc l^at, ba« Sentrum be« bem 

J)reie(J eingefd^riebenen greife« (Eucl. IV, 4). SBenn D auf ber S^aü 

Mtenben be« SBinfete BAC uhb auf ber ^albtrcnben bcd SBinfcfö CBA 

liegt, fo l^at D fotool^t bon CA unb AB, al« aud^ bon AB unb BC 

gleite «bftänbe; alfo ^at D bon BC unb CA gleid^ 

äbftänbe unb liegt auf ber ^albirenben beö SBinfete 

ACE, (Sbenfo gel^n bie ©eraben, »eld^c einen SBin* 

W beö Dreied« unb bie an ber gegenüberliegcnbeu 

Seite liegcnben SlußeniDinlet l^albiren, burdfe je einen 

¥unct, ber bon ben Seiten be« iDreiedC« gteid^e Stb»»^ 

ftänbe l^at; biefe ^uncte finb bie Sentren ber bem SDreted im »eitern 

Sinne eingefd^riebenen greife. Sin Ärei« ift tnxd) 3 ©erabe, bie it)n 

berül^ren, 4beutig beftimmt; »enn bie ©eraben burd^ einen enblid(; ober 

unenbüd^ fernen $unct gel^n, fo falten bie Berührten Äreife in ben ge^ 

weiufc^aftlid^en *ißunct xufammen. 
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0« SDie ^ifftn eine« !&reied9 b. 1^. bie 92orma(en aM ben ^pu 
feen auf ble gegenüberllegenben ©elten 8^1^« burd^ einen ^unct (^5^cn== 
j)unct). Ober: ffienn in einem aSiered bie gegenübertiegenbcn ®ettett 
normat ju einanber finb, fo jtnb aud^ bie Diagonalen normat ju ein* 
anber.*) 

©ett)ci« 1. ©ie^%n BE, CF\dfneu 
ben ^6f in H. ®ann liegen B, C, E, F 
}xvi\> A,E, F , B auf ic einem Äreife (§. 
4, 3), unb ^ ift 

1CBA = 1CBF == 2CEF, 
2jBAEr = 1FAB = 2FEfl; 
ballet 2(C5il + BAH) = 2(CEF + FEH) 
= 2CEJ5r = 2CE5 = 180«, atfo ift ber britte ffiinlel be« bon AB, 
BC, BA gebilbctcn 35reie(f« reci^t. (£ine burd^ A unb nid^t butd^ H 
gel^enbc ®erabe ift nid^t normat ju BC. 

Setociö 2. 3ie]&t man ED unb FD fo, bag 5^ bon ben ®era* 
ben DE, EF, FD gleidjfe Slbftänbe ^at (8), fo l^abcn aud^ A, B, C t)on 
benfetben ©eraben glcid^e Slbftänbe, tocil AF unb AE ju BF unb BE 
normat finb. !Oal^er tiegt A auf ber (Seraben BD, unb j^D ift nor* 
mat fotool^t ju DB al^ audff ju DC, fo bag Z> auf ber ®eraben BC 
tiegt. Sltfo ift AB normat ju i9C, unb eine burd^ A unb nid^t burd^ 
B gel^enbc ©erabe ift nid(;t normat ju 50. 

SSetoei« 3. ©cm ©rciedt ^5C werbe 

. '^- -ß^ 7 burd^ ®erabc, bie mit je einer ©eitc parat* 

''\^ / \ / tet finb, ba« ©reicdt A'B'C umgefd^rieben. 
\/ \/ Dann ift A'C=^BA = CB* (1), u. f. lo. 

Die ^öl^en be« Dreiedf« ABC ftnb bie ®e* 

'n,^ / rabcn, burd^ bie bie ©eiten be6 Dreiedt« 

^;^' A*B*C* normat l^atbirt toerben, unb gcl^u 

burd^ einen $uuct, ba« Sentrum be« bem 
5Dreiedt A'B'O umgefd^riebenen ^eife« (7). 



*) 3)icfct @atj fommt in bcm 5ten ber 2lrÄimcbcif(^cn hemmen toot, bie baju 
toorl^anbcncn @d^oficn cntbattcn ben crjlcn ber l^icr gegebenen 33en)eife. 3tt3 ©gcn- 
fd^aft be« ©ieretf^ ABHC trirb berfetbe @a% toon (£arnot ^eom. de pos. 130 
ou^gef^rod^en. 3)er jmeite 33eh3ei«, baburd^ bemerfen^mert^, ba| er unabl^ängig ifl 
öon ber ^ummt ber SSMnlel eine^ 2)reie(f« unb and^ für ba« fjpMrifd^c 3)rete(f gilt, 
ift toon ©ubermann niebere @^l^arif 68 gegeben tuorben. 2)a6 jeber ber ^uncte 
U, A, B, C toon ben (Seiten be^ 2)reie(f^ DEF ber gu6^)uncte gleiche Slbpänbe 
l^at, toax toon generbadb (ba« gerabtinige 3)rele(f 1822 §. 24) bemerft tüorben. 2)ie 
©teid^Belt ber treife ABC, ABB, BGB, CA ff, mXAt burA-SSergteic^ung ber 2ßln« 
fei ABB, BBC, CBA mit ben Sinfetn beö 2)reie(f« ABC erfannt tuirb, ift ki 
Sarnot a. a. O. ertoäl^nt. 3)er britte ^etrei^ rül^rt toon ©anß l^er unb tfl mtt= 
getl^eitt in @(ä^mna(ä^er3 Ueberf. öon Samof § geom. de pos. II p. 363. 
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10. ®Uxöft ©Clanen tl^cHcn auf einem Äreife gteid^e ©ogett ab, 
btiben mit bem Greife gletd^e SBinlel, l^aBen öom Scntrum gteid^e 916* 
flönbe unb Berül^ren einen concentrifd^en fitei«, SBenn bie @e|ne toäd^ft, 
fo toad^ft i^r tteinerer Sogen unb ber SBinfet be6 ©egment«, loäl^renb 
il^r Slbpanb bom Sentrum abnimmt. Eucl. m, 15. 

SBetoeiö. ®inb bie ©eignen AB, BC einanber gleich, fo finb bie 
SDreietfe ABM, BCM gleid^ unb äl^nlid^ (§. 5, 2), b. ^. bie SBinlet 
AMB, BMC pnb einanber gleid^; alfo finb 
auäf bie bon ben gleid^en Sentritpinleln einge^» 
fd&Ioffenen ©ogen AB , BC einanber gteid^ (§. 
i, 6). Die 9?ormaIen au^ M ju ben ©eignen a 
AB, BC treffen bie SKitten berfetben (3) , alfo 
finb AD, BE einanber gleid^ al« ^älften glei-» 
d^er ©eignen, mitl^in bie red^ttoinletigen !Drei*» 
ecfc ADM, BEM gleid^ unb äl^nlid^. 5Die gfei* 
d^en SBinlel AMD, BME finb ben f|)ifeen aSin* 
fein ber ©eignen mit bem Sreife gleici^, toeil MA, MB normal jum 
Sreife unb MD, ME normal ju ben ©eignen (§. % 10). 35ie gleid^en 
gatl^eten DM, EM finb bie Wtänbe ber ©eignen bom ßentrum; ber 
concentrifd^e Äreie, beffen 9Jabiu6 MD ift, tt)irb bon AB unb BC be- 
rührt (§. 3, 4). SBenn ferner bie ©el^ne BF länger ift afö BC, fo ift 
in ben gjreiedten MBF, MBC ber SBinlel BMF>BMC (§. 5, 5). Biel^t 
man nod^ MG normal ju BF, fo ift BG bie ^ätfte bon BF, unb 
BG>BE, hieran« folgt, baß in ben red^ttpinfetigen Dreieden MBG 
unb MBE (§. 5, 6) ber ©inlel BMG^BME unb bie ßat^ete GM 
< EM, b. ^. bie größere ©el^ne BF fd^neibet ben ßreiö unter einem 
großem fpifeen SBinlel unb l^at einen fleinern Slbftanb bom ßentrum. 

11* Unter ben ©eignen be« greife«, toeld^e burd^ einen gegebenen 
?unct geH ift bie größte ber ©iameter, beffen Slbftanb bomSentrum 
ift, bie Hein fte biejenige, toeld^e normal ju bem ermähnten ÜDiame^ 
tcr ift unb bereu äbftanb bom ßentrum bem Slb^* 
ftanb be« gegebenen ^uncte« bom ßentrum gteid^ 
iommt. ©el^n burd^ B ber !J)iameter CD, bie 
©cl^ne EF normal ju CD, unb eine anbere ©el^ne 
GH, JU ttjeld^er au« bem Sentrum bie 9?ormate 
AJ gebogen Sorben, fo ift B bie aKitte bon EF, ^, 
J bie aKitte bon GH. ginn ift GJ<GA, fotg^ 
lid^ GH < CD, 3n ben red^twinleligen !Drei^ ^ 
cden AGJ, AEB ift AG = AE, AJ< AB, 
folglid^ GJ > EB ober GH > EF (§. 5, 6). 
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Iiie Snitten ber ©e^nen, toeli^e buri^ einen gegel 
Hegen auf einem bcftinimten Äreife, »on welchem ba« 
gebenen ^tfee unb bet gegebene ^unct @egenj)uncte 
ßentrum be« Äreifeä, B ber gegebene ?ßunct, J bie 2 
B gejogenen @e^ne, fo'ift bet SBinlet AJB nöft, mi 
be8 Sreifee, beffen T)iametcr,^B ift (§. 4, 3). *Die 
aHelen ©e^nen liegen auf bem ©iametei, bec ju bei 
ift (auf einem Sreife, Oon bem ein ?untt unenbtif^ f« 

19. ^wei $uncte liegen f^mmettifi^ ju eine 
bie ©trede jroijdjen ben 'ipuncten bon ber ®eraben not 
3nöbe(onbere liegen bie a^uri^f^nittflpuncfe Don 2 fii 
ju ber ©eraben, meiere bie ©entten öerbinbet (4). 3 
punde einea Steife« unb einer ®etaben liegen f^mmeti 
ber ©eraben au« bem Senfrum be« Srei(e8 (6). Die '■ 
Dou 2 ^Tangenten eineß Steife« liegen f^mmettifc^ jU bi 
aug bem Senttnm nai^ bem Duti$i($nitt«))unct bei^ang 
ffiean bie ®erabe MX unb auf einer ©eile berfeli 
B gegetien finb, unb 
MN ein ^unct gefnd&l 
i^em naä} ^ unb B € 
_ taffen, bie mit MN g 
"^ fc^iiegen, (o confttuitl 
ä; XDÜäftx mit Ä m 
liegt, unb finbet ben 
C als Duri$f(^nitt oon AfN unb A'B. tum bie S)t 
fmb gleich unb ä^ntit^, unb ber SBinlet ^CD=DC^' 
= NCB als ©c&eitetlüintel, folgtict» ACM = NCB 
^unct ift bor allen "^uncten ber ®eraben MN babi 
bi)^ bie Summe feinet älbftänbe Don ben gegebenen ^ 
flen ift,') ba^ atfo AC + CB < AE + EB, m 
auberer '5|3uuct bon MN ift. 3n bet S^at ift AC = 
A'C -\- CB < A'E + EB (§. 3, 2). ©agcgen ett 
A'E — BE ober AE — BE i^reu grügten SSJert^ 
bem T)iir(^ft^nitt ber ©eraben MN unb AB jufammf 
Die gtttpuncte bet ^B^en eine« f(>i^ioinfeIigen % 
ein bem gegebenen Dreied eingefi^riebeneä Dreied i 
jebeemal bie bur^ einen erfpuuct ge^enben Seiten m 



*) Eiefev ©ofe witb §ei:on pon ben gtk^tfi^eii Optit«n ; 
@t[4 bei Dptit I y. 49. Sic joTflcnbe Semertuiig übet ben %< 
b« gu&puncte ^Ot ben jüngere gagnano gemalt (Acta Ernc 
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felben (Stfpunct gel^enben @eite be^ gegebenen ^reied^ entgegengefe^t 
gleiche SBinlet bitben (9)^ 3Da« ÜDreied bcr gu§}>uncte J)at unter ben 
bcm gegebenen ÜDreterf einfd^reibbaren Dreiecfen ben Keinften Perimeter, 
n>ett bic Sßerfd^iebung eine« feiner (ääpnnctt mit einer SSermei^rung be« 
Perimeter« Derbunben ift. 

13. Senn jtoei (Serabe ben Ärei«, beffen Sentrum M, in a unb 
ß beriil^ren, unb bon einer Xangente be« Streife« in A unb B gefd^nit* 
ten merbeU; fo erfd^eint auö bem Sentrum ber S3ogen aß jtpeimat fo 
groß, afö bie JEangente AB, SBirb 
bcr Sreiö bon AB in y berüi^rt, 
fo ift ber SBinfet aMy=2AMy, 
noeit a unb y fi^mmetrif d^ ju MA 
liegen; ebenfo yMß = 2yMB; 
folgti^ aMß = 2AMB, Sluf 

bicfdbe SBeife flnbct man uMß 

= 2A^MB^ ==^2A,MB^ U. f. f. 

3»ifc^en jtoei gegebenen langen^ 

ten eine« Äreife« erfc^einen aöe 

anbern 2iangcnten beffelben Ärei* 

fe6 ou« bem Sentrum l^alb fo groß al« ber jtoifd^en ben Serül^rung«^ 

j)uncten ber gegebenen S^angenten entl^attene Sogen, mitl^in (§. 2, 4) 

gleid^ groß ober um 180® oerfd^ieben. *) 

SBenn ba« SSieredf ABCD bem Sreife, beffen Sentrum Af, umge^ 
fc^rieben ift, unb bie ©eiten BG, DA ben Rrei6 in «, /5 berül^ren, fo 
ift 2AMB = |3J/«, 2a3fD = aMß, folgtid^ 2(^itf5 + CJ//>) = 0. 
SJenn ferner ba« ^ti^^td ABCDEF bem ftreife, beffen Sentrum M, 
untgefd^rieben ift, unb bie Seiten BC, DE, FA ben S?rei« in «, ft y 
berül^ren, fo ift 2AMB = yMcc, 2CMD == «J!//3, 2EMF == /33fy, 
fotglid^ 2(^3f^ + C7l[fZ> + EMi?^ = 0. U. f. ».**) 

SBenn bei einem bem fireife umgefd^riebenen <S>tä:iHd bie ©iago* 
naten bon ber Iten nad^ ber 4ten, bon ber 2ten nod^ ber 5ten Sdte 
burd^ Sentrum gcl^n, fo gel^t aud^ bie 'iDiagonale oon ber 3ten nac^ 
bcr 6ten Sdte burd^6 Sentrum.***) Sejetd^net man bie bo^pelten Sen^ 
tritoinlel, toeld^e bie 6eiten be« ©ed^^edtd einfd^üeßen, ber 9teil^e nad^ 
burd^ «,, ofo, . . , fo ift a^ = «i, folglid^ «3 + «4 + «5 = «t + 




*) ^oncclct propr. proj. 462. 

**) $onccUt propr. proj. 463. 

***) ©crgontic in ben Ann. de Math. 4 p. 78 l^at biefen Befonbem gaß be^ 
S3rianc^on'f(^Ctt Sl^coreni^ in ^ettacJ^t gejogen. 5$ergt oben §. 4, 6. 



.»j 
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03 ^. ff^ SB naäf bem i^orl^in betotefenett ©a^e; ffittaM flteft bte 
®e]^aut)tttttg nad^ §. 2, 4. SBenn bei einem bem ftretfe eingefd^riebenett 
3e^ed bie X)iagona(en i»on ber Iten nad^ bet 6ten, i»on ber 2ten nad^ 
ber 7ten, ^on ber 3ten nac^ ber 8ten, i»on ber 4ten nad^ ber 9tett Sd e 
burd^d Zentrum gel^n, fo ge^t anäf bie S)iagonaIe i»oti ber 5ten nad^ 
ber loten (Sde burd^d (Zentrum. 92ad^ ber angenommenen ^eieid^nung 

f)at man «g = «if «s = «3f f«>l8ttd^ «5 + «e + «7 + «s + «9 
= «1 + «3 + «5 + «7 + «9 = 0. U. f. tt). ®enn bei 2 bem 

Äreife nmgefd^riebenen SSiererfen bie bie Iten, 2tcn, 3ten fidten Derbitt* 

benben @eraben burd^d dUntrum ge^n, fo gel^t aud^ bie bie 4ten @den 

i»erbinbenbe ®erabe bnrd^ Sentrnm« S)enn man l^at bei a^ntic^er S3e^ 

jeic^nnng «5 = «1, «, +03 == 0, «5 + «7 = 0, folgüd^ «7 = «3. 

U. f. to. 



§. 1. aSon ben gleid^cn unb dl^ttüd^en giguten. 

!♦ gür einen 3ufd^auer, ber eine ©eite eine« ©reicdf« ABC j. i&. 
AB Don A mdf B gurüdtlegt, liegt ber brittc gdfpunct C entioeber jur 
ginlen ober jur JRed^ten, unb ber 3wfd&öner, »etd^er ben ^rimeter be« 
IDreied« ABC t>on A nacf) B unb t)on ba nad^ C bi« A (niäfi entgc* 
gcngefefet) jurüdtegt, brel^t fid^ in bem erften gatte tinteum, in bem an^ 
bern gaße red^t^um. 3ti>ei 35reiede -450 unb DBF berfetbcn gbenc 
l^cigen einerlei ©inne« ober entgegengefefeten ©inne«, ie 
nad^bem e« bie ©rel^ungen pnb , toetd^e ein ^n\6fanex bei ber 3ttiföd* 
tcgung ber Perimeter ABC unb DEF mad^t. 

ffienn iebem ^unct einer gigur ein ^unct einer anbern gigur fo 

entf})rid^t, bag bie SDreiede ABC, ABD, ABB, . . toeld^e bon jtoei 
^uncten ber einen gigur mit ben übrigen Runden berfetben gigur ge^ 

bitbet toerben, ben entf})red&enben 5Dreieden ber anbern gigur A^B'O, 

A'B'D\ A*B*B* , . . ber 9?ei^e nad^ gteid^ unb al^ntid^ finb, unb babei 

ABD, ABB, . . mit ABC bon einerlei ober entgegengefefetem Sinne, 

\t nad^bem A'B*D*, A*B*B*, . . mit A'B'O bon einerlei ober entgegen* 

gefefetem ©inne pnb: fo finb bie giguren ABCDB,. unb A'B'CD'E' 

. ♦ gleid^ unb äl^nlid^, b. 1^. aüe übrigen Dreiede ber einen gigur fmb 

ben entfpred^enben Dreieden ber anbern gigur g(eid^ unb al^nlid^, ACD 

unb A'CD', BCD unb B'OD*, ACB unb Jl'C'JB', ADB unb A'D'B\ 

BCE unb B'OE% BDE unb B'D*B\ CDE unb CD'B' ,...*) 



*) »ergt. be« »ctf. Slbl^anWuitö über ©WABcit unb Slebnlic^leit ic. 2)re«bett 
1852 p. 15 unb 40. 



7, i$on ben gld^n iinb ü^nli^n Sigui^n. 
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ia(t) ben gemalzten aSorau«* 
Seite ÄO=A'C. AD = A'D', 
— BAC=B'A'D' — B'A'C, 
fiy, folgtic^ ACD ^ A'CD' 
fo extenat man, bag ACE^ ■ 
Q. A'iyE', unb bai BCD^ 
! B'CE' , BDE ^ B'iyW. 
iffen SCO ^ B'C-ö', -BCE 
fentet gefd^loffen, bafe COE 
f. 

ß. 3e nac^bem ein $aat entfpree^enbe iDreiede ber 
[ticken giguten einerlei ©innefl cbet enlgeflengefe^itEn 
finb e« üüe ^aare bon entfptec^nben ©tdeden unb 




i gleichen Stteden AB, Ä'B' auf ®eraben, toefc^e fic^ 

ie6t e« einen ^und 5, mit bem bie ©tteden gleiche 
ceiede bon elnettei ©inn 6itbeu. Oft nämti(^ .S ber 
ttspuuct ber greife MAA', BEB', fo lauten bie I)rei= 
ber SRei^e mi) gteic^e Siinfet (§. 4, 7) unb bie Seite 
ic& ift SAB ^ SA'B' (§. 5, 3). Buflteic^ ift ber SBJin> 
3' = ABM'B' (§. 4, 7). !Butc^ S ge^n bie ®era= 
unb BB' normal ^atbiren, weil AS = ^'S unb BS 
3 ge^t ouc^ bie ©erabe, weld&e ben »JlebenlDinTel beS 
'B' ge&ilbeten ©inlels ^atbirt, toeil S oon AB unb 
inbe ^at (§. 6, 7. 8). aiJitb bie gigur SAB in i^rer 
:e^t, 6ie S^ mit SA' ober mit ber entgegengefegten 
a SA' jufflmmenföllt, fo gelangt AB gur I)edung oon 
mit A'B' ein ^araHeloatamm, beffen ©entrum S ift 



e« eine ©erabe 
nb A'B' entfle= 
aöinlel tilben, 

^uncte A unb - 
entgegengefefet 

^afcen. Oft « 
L', unb bie ®e= 
aratlel mit ber 
MttUAB^A'B' 
ler bie ©eraben 
rmat ju s, fo 
[t4C unb a^'C 
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gleich unb SJ^nfid^ (§. 5, 3), b. ^. AC = Ä'C unb a bte SWitte tyon 
CC, SBirb nun BB* öon s in ß gcfc^nittcn, unb gie^t man bic ©c^ 
toben BD unb ^'D' normal ju «, bte ©erabcn AE unb -^'JS* )>aral(e( 
mit *, fo finb bic ÜDrcicctc ABE unb A'B'E' glcid^ unb ä^nlic^^ (§, 5, 
3), b. i 5E = iö'^, ^E = A'E'. Bttgte^ M mau ED = AO, 
CD = AE, E*D' = ^'C", O'D' = A'E* (§. 6, I), folgßc^ BD = 

5'Z>' unb CD = CZ)'. !Ca nun BDB'D* ein ^araUcIogramm i|l (§. 
6, 3), fo ift ß bte STOittc fomo^l t>on ^Ä', ate aud^ öon Z>Z)'. Onbem 
man bic glcid^cn ©trecfcn CD, OD* t>on OD fubtra^irt ober ju D'C 
abbirt, finbet man xio6) CC = DD', unb ba^er aß = CD ^ CD% 
tocit aD — ßD r=^ CD. SBirb bic gigur ABDC in i^rer ebene ber 
©eraben s entlang fortbetoegt^ 6iö C mit C {ufammenfadt, fo getaugt 
A mit A\ B mit B* in f^mmctrifc^^e Sage gu s (§. 6, 12). 

S33enn in^befonbcre ABA*B' ein Parallelogramm ift, fo ift ber 
$unct S ba6 Zentrum be^ ^aradelogrammd unb bie ®erabe s normal 
JU AB. aOBenn ABB'A' ein Parallelogramm ift, fo ijl S ein uncnblid^ 
ferner ^mict ber Sbeue ABB*A\ unb bie föerabe *• ift bic ^albirenbc 
be^ Don AB unb A*B' eingefd^loffenen Streifen«. SBenn A mit A' 
vereint ift, fo fällt S mit bem "JSunct AA' jufammen unb bie ®erabe 
8 ift bie ^albirenbe be« bon AB unb A*B' eingefd^loffenen aßinfete. 

3. 3^ i^^^ gleid^en unb äl^nlicijyen ^ol^gonen bon tu 
nerlei ©inn, ABC . . unb A'B'C . . , giebt e§ einen ftc^ fetbfl fo 
entf|)reci^enben ^unct S, bag SABC . • unb SA*B*a . . gleiche unb 
äl^ntid^e ^ol^gone einerlei Sinneö finb. 3ft namlic^ S ber ^unct, mit 
toetc^em AB unb A'B* gleid^e unb ä^nüd^e ÜDreiede Don einerlei Sinn 
bilben (2), fo folgt au« ben Sebingungen ABS ^ A'B'S, ABC ^ 
A'B'O, . . , ba6 SABC . . ^ SA'B'C . . (1). 

ai^eil bie SBinfel ASA\ BSB\ CSC* , . . , AB'A*B\ AC^A^C, 
BC'B'O, . . i)on berfelben @ri56e finb (2), fo fc^neiben fic^ bie entfpre^ 
d^enben ©eraben AB unb A*B', AC unb A*C*, . . auf bem treife -4^'Ä 
(§. 4, 3), bie entf})red^enben ©eraben BA unb i?^!', Z?C unb B'C, . . 
auf bem Greife BB'S, n. f. f. Sßcil ber ^unct S Don ben entf^red^en^^ 
ben Runden A unb A*, B unb B\ (7 unb C, . , ber SReil^e nadf gleid^e 
äbftänbe l^at, fo gel^n bie ©eraben, toeld^e AA*, BB% CO, . . normal 
l^albiren, burc^ S. 2Beil ber ^unct S Don ben entfpredj^enben ©eraben 
AB unb A'B*, AC unb A*0, BC unb B'O, . . ber 9iei^e nad^ gleid^e 
Slbftäube l^at, fo ge^n bie ©eraben, toeld^e bie ?Jebenminfel ber 2ßtn!el 
AB'A'B', AC^A*0, BC'B'O ^albiren, burdf; Ä ffiirb ba« ^oli^gon 
SABC . . in feiner gbene um S gebrel^t, bi« SA mit SA' ober mit ber 
entgegengefefeten SSerlängerung Don SA' jufammentrifft, fo gelangt ABC . . 
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iur 5Dc(fitng bon ^l'^'C ,, ober äbä'B', ACA'O, BOB^C, . . mcr^ 
bcn ^araßctoarantmc, bcrcn gcmcinfd^aftUc^c^ Sentrum S ift (§. 6, 1). 
SCBenn inöbefonberc bic gegebenen *ißoI^gpne fo liegen, ba§ ABB^A* 
ein ^ßaraöetpgramm ift, fo finb aud^ .ica'^', jBCO'^^ . . qSarallelo^* 
grammc unb bic ©treden AA% BB% CO, . . finb parallel unb gleidj^ 
©etoegt man baö ^ol^gon ABC . . in ber «id^tung AA', bi« A mit 4' 
jttfamracnfaat, fo gelangt ABC . . mit A*B*0 . . jur 5Dc(f ung.*) 

*• 3^ X^^i gleichen nnb äl^nticl^en ^ol^goncn bon cnt* 
gcgengef entern ©inn, ABC , . unb A^B'C . ., giebte« eine fid^ felbft 
entfpred^enbe ®erabe s, mit iDeld^er bie entfpred^enben (Seraben AB unb 
^'^', ^C unb A'O, BC mt> B'C*,..\>zx JRei^e nad^ entgegengefefet 
gfeid^e SOBinfet bitben, unb oon toeld^er bie entfpred(;enben ^uncte A unb 
A% B unb B\ C unb C, . . ber Steil^e nad^ entgegengefefet gleiche 2lb* 
ftänbe l^aben. 3ft nämfid^ bie (Serabe s burd^ bie SIKitte bon AA' j)ar* 
aüet mit ber ^albirenben be« SBinletö AB^A'B' gejogen , ftnb ferner 
AF, BG, CH, . ., A'F\ B'Q\ CH', . . normal ju s, fo finb (2) AFAF*, 
BGB'G% CHC'H',.. Parallelogramme, morau« man fd^liegt, bag bie 
SDtttten bon AA' BB' CC, . . auf ber (Seraben s liegen. !Dabei flu* 
bet man FF = &Ö' = HH* u. f. f. SBirb bie gigur ABCFGH.- 
in i^rer Sbene ber (Seraben s entlang fortbewegt, bi« F mit F jufam^ 
menfäUt, fo gelangt A mit A\ B mit B\ C mit C, . . in f^mmetrifc^e 
Sage in s. 

S33enn tnöbefonbere bie gegebenen ^ol^gone fo liegen, ba§ AA' jur 
^albirenben be6 SBinfete AB^A'B' normal ift, fo l^aben biefelben bereit« 
f^mmetrlfd^e Sage ju ber (Seraben, toeld^e AA* normal ^albirt unb be^ 
ren ^unctc fid^ felbft entft>red^en. **) 

5. 5Die Sonftruction eine« regulären ndd^ (§. l, 8) lann auf 
bie S;i^eilung ber Sbene in n gleid^e SBinlel ober auf bie 5l^eilung be« 
Sreifc« in n gleid^e Sogen gegrünbet toerben. 35enn n gleid^e unb ä^n* 
lidf^e gleic^fd^enletige ©reiede, bereu @|)i^en in bem gemeinfd^aftlid;en 
©d^eitel |ener Sßinlel liegen, bilben juf ammen ein reguläre« w@(f ; ebenfo 



*) 3)er $tmct S ip einerlei mit bem toon @uler (1777) bctrad^tcten centrum 
similitudinis (Nov. Act. Petrop. 9 p. 154) unb bem öon iKagnu« [ogcnannten 
©ituation^^unct (Slufg. b. anal. @eom. I p. 59). %u\ bie SBemerfung, baß jebe 
SScrrüching einer ?5lanpgur in il^rer @bene als SDrel^ung um einen beftimmten ^^Jnnct 
S angefe^n merben faun, grünbet fx6) eine SKetl^obe, S'^ormalen ju (Suröen in jiel^tt, 
ton ber juerft 3)e«carte« @ebrau(j^ qemadbt kt. 55eral. (Sl^.aSleS ap. bist. p. 
649 b. UeBeri J3 ^ v 

**) S)ie ©erabe s ijl einerlei mit ber Jjon SWagnu« (1. 0.) fogenannteu ,,@i«» 
tuatiott«öa?e". 



4S SintcB Vuä}. flaniinänc. 

MlbCH ble ©e^nen biefer Sogen ben Perimeter eine« ti 
(§■ 6, 10). 

(£8 giebt aber cerfi^tebene Srten con regulären nl£d 
^atb fo siel, atö 3''^^« »oi^anben finb Heiner al0 n ni 
(StUg. Slrit^m. §. 13, 15). Um nomlit^ ein tegufäred ^ 
Rotten, lonn man bei einem in n gleiche SSogen get^etUe 
nur bie ©etfuen vom Iten nad^ bem 2ten X^eU))untt, d 
bem 3ten, . . jtelrn, fonbern mic^ com Iten na«^ bem 3i 
nac^ bem 5ten, . ., ober überhaupt oom Iten naiij bem ( 
CH-fc)ten noi^ bem (1 + 2jL)ten, . ., wobei biejenigen 3 
nie^t unterfc^eiben, beren stummem aadf htm SRobut n 
^aben. ^enn nun it ))rim ju n ift, fo ^aben bte n ^a\ 
1 + 2t, . ., 1 + (n— Dt nai* bem aWobul n terfi^iebei 
arit^m. §. 13, 19), mithin fallt erft bie (n + l)te unter 
Seinen mit ber elften lufammen. äjertaufc^t man k mi 
toirb bad conftruirte $ot^gon nic^t oeränbert, weil ju jU 
)ur $eri)}]^ene ft^ ergänjen, gleii^e Seinen geböten. 
ni<^t me^r uerfc^iebene ätiten von regulären n(£den, ali 
()rim gu n finb, in ber Met^e Don 1 bi« i(n— 2) ober i(^ 
bem n getabe ober ungerote.') ©irb bie änjo^I biefer 
beieic^net, fo l)at man j. 9. 

n II 3 4 5 6 7 8 9 10 U 12 . 
£|ll21323 2 5 2. 

:Curi:^ bie jE^eilung bed JhetfeS in n gleii^e S^ile 
tung beffelben in m gleiche I^eile gegeben, wenn n bu: 
ift; ferner ift ater aut^ bie Stellung be« fireifeg in 2i 
gleit^e J^eile au«fü^rbor, inbem man jebcn ber gegeben! 
birt (§. 6, 5). S)urc^ bte S^eilungen be8 Sretfea in n 
unb in m gleiche 2:^eile tft bie X^eitung beffelben in »m 

gegeben, roenn m pvim ju n ift, weil ^'tSZJ^ i 

^ie Stellung beä ^eife« in 6 gleite X^eile gefeilt 
t^eitung oon Sogen, beren ©e^inen bem 9iabiua glei(^ finJ 
®e^ne bilbet mit ben Ufabien i^rer ignb})uncte ein glei^fi 
Welche« gteic^winteltg ift (§. 3, 1), unb beffen ßentriwin 



•) Sie «flulöreii ^lolvgone btt «flm Sit {im im aittrt^um 
übtiaen (pemtätmigeii) im 13tcn ^a^x^. uon Eamponue, im 1 
SJtotioax&int, im löten 3abib. son Womue, bonn oon fiepl 
mundi 1G19) genailEV oon a)iei|iEt Comm. Gott. 1769 p. Ut 
1809 (J. de reo. polyt. Cah. 10 p. 16) fietrafttet ttorbui. aJcH 
hut. p. 645 b. Uecett- 
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: ber 6te S^eit opti 360" ift. 3>ie I^ritmifl 
'■ 2^ette sefc^ie^t burc^ ^[tit^eilung Don SJogen, 
rnnten golbnen Sl&fc^nitt beä tßabiud gteii^ finb 
ten mb 5ten I^eile eine8 Äreife« finbet man 

treifeS in n gkx^e Steile, menn n eine ^m< 
elementare Sonftructton (b. ij. mit $ülfe eiltet 

®eraben unb Äreifen) im Stügemetnen nici^t 
In bem gälte, baß jHflteit^ n — i eine ^otenj 

^rimio^ten 3, 5, 17 , 257, 65537, . ., n>eü 
; --= 2^ 65536 = 2'^') 
jgon fann ein firei» um» 
ittifc^er ftreie eingeft^rie» -^"^-^^v 
t AB=BC=CD— .., -^XV 

= . ., unb M bo3 Sen* / \\ 

fo ift bae Dteied abm hI- -jj'' 

T ©infel MBA =MCB. / \ Jj 

=DCB, folßltc* GBM= vV / "V/' 

BCM^ COM (§. 5, 1) ^i^rrr::^ 
e^t ber SSrei« ABC bittt^ 
\ ©e^nen AB, BC, CD, . . biefeS greife« ^a= 
' gleiche Slbflänbe (g. 6, 10) unb berühren einen 
bem ^ot^gon ABGD . . eingefc^iiefaen ift. 

2nffict ABC. AiBJCi.. bie Steile ABC A^ 

nb aljnliii) unb Don einerlei ®inn finb, fo ^at 

um bon ber ^rt, bag lebe burc^ bad Sentmm 

imeter beä ^ol^gon« in ®egen)]uncten unb baS 

^ol^gon in itoet gleiche unb ä^nUc^e £^ei(e von einerlei @inn t^eilt. 

!Die jioifc^en ©egenpuncten enthaltene Strede ift ein ©iameter. ©ie 

Snitten aller ^iameter finb im Sentrum oereint. ÜDenn bie leiten AB 

unb A,Bj finb naü) ber aSoran^fegung nic^t nur gfsiiSf fonberu au($, 

paraüel, roeil bie SBintel BAA, unb B|A,A glei^ finb, alfo ift ÄBA^B, 

ein ^aralletogromm (§. 6, 3), beffen ßentrum jugleic^ ba« Senttum 

beö ^ol^gonö ift. aiergl. §.6, 1 . 

•) ®it|tr 3iifa^ jur alttn iStomettit i(i Bon ®nu6 1796 tnlbt* »orten (Diaq. 
rithm. 365). ffion bsr Sonjlnictton beS legulättn nffii« ^anbeln Sta'nt're 
a^m, de trigon. 110), ©runett in Slüael'e mat^. S. V p. 811, ». ©täubt 
irene 3-24 p.251. S)ie %f}dt)xttg beB fiiMte« in 257 gUiUft^^iU ^at Mi*elot 
irfüe 3 9 nntetfui^t. gevmat'8 Sramit^uug (nii^t »e:S<»«1>Wn8)/ ''oß 2'"+l 
int ^TimjaH i« , reenn m wieberam tlne ^ottnj »on 2 iff , Bat ^\ä) nit^t bc 
tätigt: ffiuttr (Comm. Petrop. VI p. 104) fyü btmertt, bafe 2" + 1 bur* Ml 
■StiSir ift. 

ealD» II. 3. «up. 4 
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9Benn in einem dnm ABC . . AiBjC, . . A 
ABC..A„A^B^C, ..Ä^, A^B^Cj ..A gleich unb äl 
lei ©inn pnfc, \o ^at ba« ^el^gon ein ©entrum » 
aus bem Sentrum nac^ bei $ecq}^ate gejogene 9} 
in 3 gleiche Sitifel t^eilen, einanbei gleii^ finb i 
3 gleiii^e unb ä^nlii^e Steife Don einerlei @inii 
nac^ ißotauSfefeung AAj = 4,^ = A^A, fo-ift 
a^teied. 3ft M ba6 ©entrum beS bem SJveied A, 
Steife«, unb ttierben MF, MF,, MF^ mi) berget 
(ogcjogen, bag bie Sintel FMFi, F,MF^, F^Mf 
jo finb nic^t nur MA = MA, = MA^, MABC. 
M^jß^C'a ■ ■ -^ 8lf'4 wnb ä^n(t($ unb Bon einerle 
finb auH) bie SBintct ^itf/-, ^Af/",, ^itf/'j eina 
edt MAF,\MAiF,,MAiFj, fo loie bie ^ot^gone i 
^/'j . . F gfeic^ unb ä^nlic^ unb uon einerlei @tii 
= MF^. 

Senn aber^aupt in einem mngde AB . . ^Ij B, . . ^ 
bie Steile AB . ., A,ß, ..,.., A— iß—i , 
unb Don einerlei @tnn, unb A, A,, A^ . . A„^i bi 
gutären m<Sii ftnb, fo ^at baS ^ot^gon ein (Sentt« 
ie mdjabien, bie bie S&ene in m giei<$e 3BinIe[ t^ 
finb unb baS ^cl^gon in m gieic^ unb a^nlidje 
©inn setfc^neiben.') 

7. Sine gigur, meld&e Don einer (Seraben in 
gleiche unb äl^nlJi^e X^etle get^eilt toirb, bte ju 1 
tttfi^ liegen (§. 6, 12), ^eißt f^mmetrift^, unb t 
ber 5igur.**) T>aS gleic^fi^enleligeS^reieJ ift f^mra 
lel an bet @pi^e ^atbirenbe tft feine Slje. ®in 9 
mol jttei folgenbe ©eilen gleich finb, ober in bei 
genbe ©eilen pataüet unb ungleich, bie beiben an 
paroUel finb (§. 6,4), ift f^mmetrifi^ ; bie ©erabe, roaivc «neu oon. 
gteii^en ©eilen gebilbeten SBinlel ^aßirt, ift bie 9)(e beä äjiereds. Wit 
f^mmelrift^en ijiguren tonnen burt^ äufominenfügung Don gleti^fc^nte« 



•) 5Btt angemeint »(grig bon Stntmm unb Siamet« finbet M 6(i aiioUo- 
niuS Cornea I, unttt ben Keuem bat i^n iReioton anfaeftellt im anfann ber 
Ennmeiatio liaeamm etc. Suiuen Dtx obigen Eliten ^at Suter (Introd. Ilcap. 
15) iuetjl 6(tra4tet. 

*■) 3m rceitem Sinne »trben au^ bie in (6) betta^'ettn giainen f^mmehif^e 
(genannt Sje unb SJiameter ftnb Bon apottoniuS unb iWemton (1. c.) unter- 
fc^ieben Worben; bei Suler rnirb bie a;e diameter orthogonajis genannt. 



^irilt dnte StnUW mit ^«ndtn. 5 t 

gemetnfi^aftli^en äl;e )u @tanbe gebraut 

tne^t ale eine 9(e befi^en. @tn dt^ombue 
QbtTliegenben 3StnIet ^albiicn; ein JRectangel 
BÖ&erließenben ©eittn normal ^albiren; ein 
ire« ngd ^at n Mfen; ein ftreiö ^at unenb» 
Diomrter be[fel6en ift eine äfe, 
fen befiftt, beren aßinlel ju 180« ba8 ratio= 
wobei l ptim ju m, fo tefiftt bie gtgut 
in einem ?unde, bie ebene in 2m glete^e 
Ua gleite unb ä^nlii^e 2::^eite fi^neiben, oon 
.egenflefefeten ©inneS finb. S)w gemeinfd^aft« 
n ßcntiuin con bei 9it, bag {e m jRtibien, 
9ßiRle( t^eilen, einanbet gUtc^ finb unb bie 
ifi^e i$tpien bon einerlei ©inn jerft^neiben. 
aifen ber gignt, j, 




^ad) bei äSoiauäfe^ung 
, . . ber (2m + l)(e mit 
t t^ei(en tiefe iNnbien bie (Sbene in 2m gleii^e 
:abiu« bilbet mit bem elften bie eifte %((e, 



einefl S^inteU mit $aiaUeleu. 

einem ©c^entel eines 3Btnte(d vom ©Reitet 

etnanber gleich finb, unb buicfi bie XlfeiU 

_ puncte parallele t^ietttte jte^t, bie ben anbem ®i^en!e[ fc^neiben, fo er« 

^ält man auf bem anbern Scheutet eben fo »iel ©treden, bte etnanber 

glei{^ finb, unb bie paroßeten ©tretfen »om ©c^eitel aus gejä^U, Bei' 

galten [vi) ber 9}ei^e nad^ wie bie natürlif^en ^ai}len. <Sinb AB, BC, 



•) (gultt Introd. II, 314. 




»icrtrt »iK^. ^lanimtttie. 

CD emanber gleic| 

DD' paiQÜer, fo fii 

einanbet gleich unb 

BB- : Ca : D£ 

paxaUei mit AB, f 
CF=CD, ütfl gege 
ten Don ^atallelog 
alfo finb AB, B' 
flleit^. gerner finb bie Sinfel BAB' — EB'C =J 
= B'(?E = CD'F, »eil i^te ©(^enfel ber «ei^e i 
(§. 2, 10). 9iü(^ §. 5, 3 ft^deßt man, baß bie S)tet 
C/'D' glei^ unb ä^nlii^ pnb, b. ^. .rfff = ß'C" 
EC = FD". 35abei pnb C^^ = BB', DF = Ci 
liegenbe Seiten »on ^aralletogtammen, fofgti(^ CC = 
ZBB; u. f. tt. 

ätntoenbung. Um bi 
n gteid^e jt^eile ju t^etli 
jie^t man butd^ A eine 
fc^neibet ouf berfelben doi 
@treden ab, unb jie^t bui 
@eTabe, toet^e mit ber ber 
unb B Deibinbenben ®era 
SDte ^ataUelen t^eilen bie 
gleiche I^elle. 

Um einen Derjflngten aRa§ftob') )u conftri 

auf bem aufrechten ©(^enlel eine« Keinen ©intel« »c 

punct) a\xi 10 gieic^e 

I jie^t bui(^ ben StuO) 

- bie 3:^eitpunrte (noi 
~ bereu etfte innet^aO 
«- Längeneinheit ift, bei 
I genetn^etten beträgt. 

- flÖete finb jur ginfei 
L' ie 10 göngenein^eiten, 

" " " rere Slbfc^nitte bon j 




n^f<^iiitt dntS ©inttW mit ^axaUüai. 



at man j. S9. «Stteaen Bon 3, 13,23,.., 103,., 
f bet 3ten parallele ootfitibet, u. f. tD. 




eined {ßtntetä Icetben Don 2 ^oiallflen fo ge> 
nttte be8 eintn ©c^enlel« ju einander bet Mei^je 
i bte }iDt[c^en benfefben parallelen enthaltenen 
5(§enW«. 5Die parallelen oer^atten fiifi ju ein- 
dU bie auf einem 
bis ju ben ¥ar< 
3lbfc^nitte (Eucl. S^ 

ff tjarollel, fo ift 
ff : B'ff : Äff, 
AB : AC. ^ 

dt Z^tü bDn AB ift in BC entroebet nutal ent' 
imal unb meniger ale (n+ l)mäl. Wmn man 
3 auf AC Bon ^ aus (m 4- n + 1)mat abt^eilt 
:ncte ®CTübe jie^t, bie mit BS-, CC poraüel 
), baf B'ff ben »nten Xtfäl vea AB' ebenfafle 
ober me^r at« «mal unb loeniflet als (n + l)maL 
te «parallele im SäJinlel CAC, unb CC ent»e= 
!r grefer als bie (m + n)te unb Heiner ala bie 
l^er Ber^atten fn^ entroeber Aß : BC : AC unb 

Wei^e noi$ mit m : n : m + n, unb BB': CC 
es ift jngteii^ 

< BC : BA <n + \ : m 

<:B'C: AB'<n -\- \-. m 

< AC : AB <m + n+1:"i 

<CC : BB' < m -j- n+ l : m. 

Uta für ein betiebig grogeä m, alfo finb fomo^l 

AB unb B'C : AB', al8 aut^ AC : Aß unb 

eiü) (ätflebra §. 1, 2). 

Im bie ©treije AB na^ einem geflebenen Sßer» 

)er außen in M' ju t^eiten, fo bag bie 93er^ätt= 

M' : BM' ben gege* ^ m B 3t 

^me man irgenb jmei 

iltnig ben gegebenen 
tiebiger SRit^tung AC 
t, unb in berfelbcn 
,ber entgegengefe^ten 
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9}l<^titng CD' g(ei4 bei jUciten ©tiecte. 3ßac!^t man 
DB, CM' ■^axtxM mit D'B, |o erl^alten fcie ©«pttnif 
AM' : SJ/* ben gegebenen SBert^. 

Senn man in bem ^acadc 

n c bur(^ D eine ®etabe jie^t, l 

/Kr,^-""'/ ^ '" E, bie Diagonale AC 

L'-^\ / fo »erhalten ficfe bie I^eite A 

A 'S B einen ©t^entet be« ffiinlelä f 

£i^ : /"D ouf bemanbern, ii 

oüeten AE : DC b. i. ttie AE ; AB. 

Senn bem SJteiecf ABC baS ^Ptttaaelogcomm i 
ten »erben fctl, beffen Seite PQ. ouf .<1£ (iegt, ju C 
Sßerl^ättnil ^at, unb mit i^t einen 
einfi^Uegt, fo jie^e man CD, toel 
gegebenen Sinfcl bitbet, EC paxal 
mit AB unb fo lang, bag EC : C 
Sett^ ^at. 2)te ©erabe AE fi^ne 
baß ä5 : EC unb äp ; CD ben 
^abeu. golgiid^ ift MS ; EC = 
R8: SP= EC : CD. ^ie^t mon EC paxaM mit 
SRic^tung, u. f. »., fo erhält mon ein i»eite8 parallel 
gotbemngen bet Aufgabe genügt. 

3. Umgete^tt fi^lieet man: Senn A, B, C nn 
je einem Sc^entel fo liegen, ba§ AB : BC = Aß' : 
®eraben BB', CO paxaM. 9Bitrte AB- oon ber ®e 
BB' poroüel ift iinb buri^ C ge^t, in D' gefij^nitten, 
= AB' ; B'D', folglii^ AB ; BC Oon AB' : B'C 
bie Soraudfe^ung. 

SEenn A, B, C ouf einet ®etaben liegen, BB' 
finb unb oon fotc^et Sänge, baß BB' : CC = AI 
üüd) A, B', C auf einer Oetabeu. 3iBürbe CC nen 1 
in E- gef(^nitten, fo märe BB' -. CE' = AB : AC, f 
Bon AB : AC uerf(^icben, gegen bie SßoranSfe^ung. 

anwenbuug. Itie ©erabe, toelt^e bie SKitten 
eine« I)teiect8 »erbinbet, ift mit ber britten Seite pax 
groß. Sffienn E, F bie ÜJiitfen oon BC, CA finb, fo 1 



^fi^niu eines kniete mit ^atalleltn. 55 

EF imb AB }>araltel, unb jtDar EF : BA ^ 



fiten eines Sßierede fitib bie Sdpuncte eine« 
in E, E', F, f; G, Q', bie aSitten Don BC, 
inb, fj) finb GE unb 
unb ^oXh ]t> grog, 
in ^araHelogtamni. 
:en ber ®eiten im 
aeCogrflmm EFE'F, 
i& '^axaUtiogtamm 
cgrflmme, beten Sd= f^ 
Seiten ocn ben 3Sier> 
mfe(6en ©Aftern oon 4 ^nncten fle^öten (§. 1, 
Denn bie ilRitte con 00' ift iugleit^ bie aiZitte 




1 AB unb 'iC, »«({^e einen getneinfc^aftti<if»eii 
®er^ä(tni§ m : n get^eift finb, fo t^eilen bie 
uncten nac^ ben gegeniiberliegenben @nb))uncten 
Sltniß w : m + 71. ^ 

e^ung AD.DB = 
■> DE unb BC i)ar= 
= m:m-^n (2). 
^ : J'C = EF: FB, . 
xenaSetpltniffeben'*- ■" * 

bie @eraben äu6 ben Witten bei <Setten eineä 
nübeitiegenben @ifpuncten etnanber nac^ jbem 
E^en beö^att bun^ einen $unct, ben @c^loet= 

bie in ben (gdpuncten \\ä) befinben, unb ber 



4. SSJenn smei ©erobe Bon 3 ^aroflcten gefc^nitten toerben, \o 
»et^atten fic^ bie Slbft^nitte bec einen ©evoben jn einanber ber 3tei^e 



') @(TgDnne Ann. de Huth. 1 p. 3i;i. 
") ätt^lmebeB' äüeik überl- ■am *Riiä« \ 




SitTtcS fßaäi. $laniractni 

nad), mit bie jiotfij 
entladenen ^Bf^nit 
933erben ble ©erobei 
Ä unb ^', B unb j 
unb tft D ber 'Sur(^ 
fo Dec^alten ftc^ foti 

(2), olfo 
AB : BC : AC = 
Sine ®letc^ung 
erhält man aui ben 



BD = 



DB' 



B^ 
A'O 



angenommenen gotge b« ^unrte ^1, j 
1 CC, DB' unb Ad' poartteife einert 
I OC einerlei Sttc^lung Ratten, fo l^abe 
SRl(^tung unb man finbet bur^i Sbbitli 



' AC 



^'Äc-- 



lan fe^en fann 

AC .BB' = BG.AA' + A£ 

ie ^acaUelen AA', BB'. CC nit^t elr 
lan bun$ ©ubtraction bie jtoift^en t 
»oTtn bie parallele negativ ift, beren 9 
tic^tung ber Reiben anbeten entgegengefi 
!nn i. Ö. D bie ÜRitte öon AB, unb 
ü ©eraben tn A', B', D' gef^nitten tt 

AA' + BB' 



DD'-- 



t^metifc^e SDIiHri Don AA' unb BB'. 
inn E bet ©c^merpunct be6 "©reieds ^ 
: Son^cticn 



'^nillcr poljgim. p. 44. 



eines SSBinWB mit ^"''lelen. 




lev ©ernben in ber anaegefcenen Orbnimg 
pütQÜel unb fo groß fxnti, bfl6 fie bet 



BC . AA' -\- AB . CC 
auf einet ( 




folgli^ burc^ abbitten 

OB .HC = GH .AD + HS . AE. 
©ejeti^net man burc^ M, N, bie SDiitten Bon AB, AH, AG, unb 



•) a)eB^tb ^at Sarnot (göom. de pos. 269) ben ©c^metliunct Bon 5puMt*ii 
r SentirMm bet mittUtit äbpänbe aenannt. 

") 3)Ufe ©genfi^aft beä »imdS ijl vm ®ai:fi 1810 beninrtt »orbfn (w. 3a^ 
onatl. iJonr((p. 22 p. 115). »ewdfe baUDii finbct man ©erg. Ann. I p. 314, 
jOitctUt propr. proj. Iß4, Sunje, ©eotn. p. 200, unb onbemärtB. Sine loe^ 
mtfit^ SBErBouftänbigung bee obigen ©atiee bat sSöbenmllUt gegeben. SSagr. 
üüen Srigon. §. 7, il. 



) M, N, O ^ttTaüelni mit HC, ; 
neibett, [o pnb Af', -A^, O- bie 3) 

Ö5 = 20J/, GH = 20N, 
HC = 1NN', AD = IMAP 

OM.NN' = ON.MM' -\ 
iefet ®Iri(^unfl tiefl<n AT, JV', O 
nnttti ©Aftern eon 4 Runden, £ 
flef^nitten, BD oon-Ca in F, < 
litten Bon 

AB, CD, Ei 

BC, AD, Fi 

CA, BD, Ol 

ner (Seroben. Iilefe 3 (Setnbi 



öie ©eraben, ttelt^ in einem tfcy 
el ^aOiiien, treuen bie gegenut 
j bem üBerl^ättniß bei ben Sinlel 

be0 a 
toinle 
augtt 
BG 1 
finb I 
FBC 
SBinf 

au$ BGC unb CBO, well fie 
gteii^ finb. IDal^er fm* f^^ un 
!) 

AD -.DB = AC : 
AB: BE = ACx 



.. VI, 3, etgänät »on ^fUiberet (1 
nrf. Bon ffiammr 1796 p. 217). Sie '. 
bemfettea »er^rtnig ^fit tint 2^Iuii 
not geom. de poB. 225\ ober beQeT-i 
AE — AB:AB~AD-=AE: 
?tn ^Z) uttb .-IE ifl (atgeb« §. 1, 9) 
ixtnotiift^ $uncte nac^ SSttani^on li( 




ttnrt SBtnWS mit ^araütto. 



AE : BE = AC : BC. 

Sffienn D ble ©eite AB fo trefft, baß 
Ibirt CD ben 2BtnW ^C!ß ober beffen 
1 AB eittgefc^loffen ift ober nit^t. ®e= 
fe tOÜte AH . HB=^ AC % BC, folgte 
jieben, gegen bie SSotauSfe^iinfl. 

übe bon itoti gegebenen fünften ein ge^ 
}t auf bem fflreife, bet bie ®ttede ber 
gen na<$ bem gegebenen aSer^ä(tni§ nop 

B bie gegebenen ^uncte, D unb E bie= 
mcien, tteli^e auf bet ®eraben AB lie» 
Den ilbtigen gefüllten 'jßuncien, mithin 
iC bem gegebenen ajer^äftnif gleit*, fo 
it 3iebeniDinIel ßon CD unb CE ijalbitt. 
tüft, unb C liegt auf bem fireife, beffen 

4, 3). aSenn baö gegebene SBer^öltniß 
:e Sßitte von AB, E unenbli(* fern, bet 
abe (§. 6, 7). 

fotc^er Sage, bag i^re 3lbftänbe bon 3 
er^ältniffe ^aben. *I>iefe ^unrte finb 3 
!örtnen in befonbern gäflen fic* in einen 
iren ge^n. ©. !Engonora. §. 7, 11. 



I on jinei gegebene ©erabe in gegebenen 
enem Serpltnig gejogen werben lönnen, 
mmten ©eraben, bie bui^ ben gemein^ 
. ®eraben ge^en.") 



froltoniue im Sten asu* b« „ebenen Dertet" 
•tc ffiinleitung junt 7ten ©ui (einer ©ammtung 
( Detidjtei. «ai. apouoniue e6ene Oettet »on ®iiii(oii, llbttf. Bon Eainerec 
. 1 S p. 211 «nb S^aSUS aperfu hist. p. 620 b. UeberJ. 

")3(tonDniu« im Iten öu$ ber ebenen Oerter, Setgl. ffiametet'B UtUx^ 

«8 ber ©imfon'fien «eMSeitHng p. 77. ®ie SJ^cilutiB beB mhxttli DOB bur* 

■ t Stroben UG, ÜG' mirb eine 6arraonii*e genannt. 3>ie ©ecaben AB, CD; 

< f, OG' Reißen ^armonicalen (Sartre sect. coniques I p. 5) ober ^rmonif*, 

l Ktta hanuouiqae (^rtan^on lignes da 2. otdre V). 



SSicrtee md). Vlonitnc 




KL : OJB = OK : 00 = £ 
fofgfi^ KL: KM = GH : QJ. 

■Die önbere ®erabe OQ', beren ^unctf 

»ie bie ^uncte bei ©eraben 00, ttirb gefui 

gegengefe^t (o gtog mac^t, o(« OF, u. f. i». 

SBenn bie ©etaben ^S, CD paraQel, i 

©(reden GH, ÖJ gejogen finb, fo Wunen ( 

^ toben, toe 

G ge^t, ü 

\y tung unb 

eine anber 

' ^,--'k angesetgte 

_ ' _ man OK 

^ unb jiel^t 

in J' fi^neibet, unb bnr(^ J' bie ©etobe, i 

unb On in G' fi^neibet, (o ^ot man 

G'^ : QH = Q'J' : OK = 

fotgttd& G'H : Q'J' = GH : J6, unb e« (Bn 
bet ®etaben, bie mit AB poratlef bnrc^ ( 
felben 9ii(^tung unb ton bemfelben ajet^ättn 

@« gtebt ti6er^auf)t 4 '^uncte i?on fold^et Sage, baf i^re Slbftänbe 




^en von ipataUtlogiaituiini unb #tdutett. gl 

le^tiem Sßet^ältniffe ^aben. 3eber oon bie= 
eti (Setaben gemein, »etc^e bie 9ßinlel bet 
SetgL §. 6, 8. 



i)cr g[d^en Don *ßatalIe(o = 
leu unb 5)retedcn. 

le Don einer gegebenen @eraben gleif^e %b' 
er ©eiaben, bie mit bei gegebenen ©etaben 
lülen einet ®eraben poroüel finb (§. 2, 10. 
inb parallele! @eraben (93reite beS 
i Slbftanb eine« betietigen $uncteö ber eine« 

$i)^e eines ißaraUelogramme ^eigt 
a ber parallelen Seite, bie man al8 iöafie 
3reiectS ^eigt ber Slbftanb ber ©piße bou 
Seite. Sßenn ^atallelogiamme ober !Crel= 

unb t^re iSafen anf einer @eiaben liegen, 
iben Seiten ober bie ©pifien auf einet ®e= 
lerflben parallel ift. 

iflelogromme (I)reieife) gleit^e SSafen unb 
nb fie gleic^ b. ^. (ie ^aben gleid^e ^lädfta, 
IBC unb ABB.') 
GBE unb DÄF ■" 
»eil CB = DA, 
\ ÜBE = DAF 

tion ber gteit^en 
von ber ^lääft 
gleid&en glücken 
3)reiede ABC unb ÄBE ffaitn gleit^ glä= 
j^en Parallelogramme ABCD unb ABEF 



er 




I 



camme ober SDreieile gteic(>e Öafen unb un* 
Jen fie ungleiche gläc(>en. Unter ben Iirei' 
n gegefcenen Sängen ^oben, ift basjenige baS 



•) Encl. I, 35—42. äÜIan tonn jmei ^oMone »on a\dd)tn g(äi$en bur<^ 
C ab! fo inj^ntiben, baß bie ©türfe briber bet »ei^e naii) gleidt «nb ä^nli* fmb, 
a «Sermien 1833 (Ürelle 3. 10 p. 228 na^ewiden bat. Sßergl. ©ilpel <änin. 
S ^Ü 4 p. 237. 
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%inteS Sßaii. ^nhnetnc. 




grß^t, in tvetc^m btefe Seiten eiiitn m^tenSßi: 
jtDei faiaUelograniine ober S^Ieie(Ie gteic^ ^lä 
^aita, fo ^aBen fte gleiche ^^cn, u. f. n>. 

^it &U\äfyät btt SDnicde ABC unb ÄßE tann i 
ftn Werben, iuitm man bui4 A, B, C, E bit SRovtaa 
emifenS BACE jit^t. 3)iete ecmertung ifi im SfUrt| 
S^aeicS ap. hkt. p. 503 b. Ucbtif. 

3. Sitt Sßiered fami oi 
ein !Dreied Don s(ei(^ gläi 
j. Ö. .d£Cö = ABE, toen 
len mit AC, wetc^t burt^ L 
ivitb. S)tnn bte 'Dretede . 
_ gleiche Safen unb gteit^e §8 
-* ■ c^n. ffiin gßnfed faiin in \ 

gläc^c, ein ^ol^gon in ctii IDreied oon glel 
werben. 

ä&enn ber Wa 
otlelen Bf unb G 
fo i^ ba« ^leied 
DGB = DGF. 
fttuticen, beffen jj 
Dreieife .dffC unl 
CD ^joraüet mit 
mit BP. ©ünn ift ABC = ABZ) = AGF, . 
U. f. to. 

a. Sin einem Äreife umfleft^riebene« ¥c.,o... ., ~ 

gleti$, beffen Safi« bem Perimeter be« ^cli^gone unb beffen $e^e bem 
Sfabiuä bee eingefc^riebenen ^rifeS gleict) ift. Xienn ein fol(^ee ^oll)' 
gon etf($eiMt als Summe ber SDreiede, meli^e bie Seiten (öafen) mit 
bem ©entrum befl greife» (®pigc) bitben; biefe lireiecfe finb oon glei= 
d^er $ö^e unb merben abbirt, tnbem man t^re iBafen abbirt. 3)abei 
finb SJreiede Don entgegengefefetem ®tnn (§. 7, 1) unb ii^re ©afen mit 
ben entgegengefeßten ätit^^" 1" nehmen. 

T)ie Stxt^äiS)t ift einem VttXti gletc^, beffen Safrö ber ^erip^e- 
rie, unb beffen ^B^e bem iRübiu« fllei<(( ift.') 5Denn bie glätte einea 
bem Äretfe umgeft^tiebenen ^ßolygon« untetfc^eibet fii^ »on ber ftreiö* 
fläche um fo Weniger, in je me^r Runden fein Perimeter ben SSreia be- 
rß^vt. 'Die gfä^e be6 ^oltjgonö ift bon ber %iai)t be« Sreifefl ni^t 




•) «r^iraebte Gjclom. : 



I^n oon 9patatt(loatainmeB unb ®teieden. 63 

tieter ben Stü$ tn aüia Runden terS^rt 
lenfäßt. 3n bet jE^at ift baö angegebene 
Steife eingefc^rUbeneS regulöre« ^ot^gon; 
iftn bev £reiä|Iäi$e unb bem angegebenen 
erenj jroi[c^en ber Ärei«flä($e unb bem ^o= 
Mectanget, bejfen Sänge ber ißegimeter beö 
unb beffen ©reite bie beliebig Üeine Diffe^ 
nb bem Ibftanb einer Seite be« ^ol^gons 
liijfe aber, bie (leiner ift, ol« eine Beliebig 
[ nii$t tetft^ieben fein. 
ung finbet man, baß ein Jtteidfectot einem 
ltd bem JSogen unb beffen ^bi)t bem dta^ 

at einer @trede veifte^t man ein Oua<^ 

[e glei4 ift- Unter bem iRectanget and 

in ein 9Iectanget, in toefi^em jloei folgenbe 

:n finb gleii^. 

ftnfelige» 5)reled buti$ bie Stiormale 

BinfeK jur ^^potenufe t^eitt, fo ift 

^ete glei^ bem 9?ectanget au6 bei $^pote< 

ntiegenben 3(bf(^nitt betfetben; 

)otennfe gtetd^ ber (Summe ber Ouabrate 

nale gtei(^ bem Stettangel aud ben Sttf^nit: 

rat ber Sat^ete AC ift an gföd&e 2mal fo 
giPB 019 00» Äjreiecr rAn, ba6 mit i^m gleite 99a{td unb ^Ö^e ^at. 
5Da« SRectanget ÄHQD au8 ber gi^otennfe ^s^ 

AB nnb bem an AC [iegenben ©tüd AD ber jv^'^X 
§^otenufe ift 2mal fo gtofi ote ba« :©reied V-,, ^^-"''^ 
AHC, ba8 mit il^m gtcit^e ©afifl unb §ö§e \ '"><?\ J 
^at. Sftun pnb bie S)reiede FAB, AHC an \x^/ >V x^ 
giä^e gleit*, tueit fie gteii* unb a^ntic^ finb / ^ 

(§. 5, 1), atfo ^abcn ba« Gnabrat üon AC 

unb baS Wectanget aus AB unb AD gleic^ J/- -K 

V'-ät^t. JTt ffi-J 

!Da8 Quabrat Bon AB ift bie Summe bon 
; Bei SRectangeln, bereu erfteö ans AB unb AD, beren jlDeite« au8 AB 



*} Eacl. I, 47. n, 14 unb X, 33 lemma 1. 3)ief« ©a^ loirb < 
I n b« ^Vt^aga reifere Se'^ifaQ genannt 



64 CicrtcS «m^. ^lonimttnt. 

unb DB gebilbet ift. 3ene« ifl bem Quabrot bo 
Quabrat Don CB gteid^. 

:Da8 Cuabrat von CD tutib gefutiben, menn man 
AC um Ca« Ouobrat »on AD tetminbett, weil ba» Xre 
teltg ift. 9Iun ift baS Quabrat Don ACitm tReäanget 
wenn man^bobon baä Ouabrat Don ^Z> fubtra^irl, ft 
anfiel JHGK, in luel^em JH^AM—AJ=AB~AD-- 
ift. 9lf(o ift bad Ouabrat Don CD bem Stectanget < 
fllei*. 



tt. X>ie Slufgaben, ein Quabrot ju conftmiieii, 
Summe obei bei iCiffereu) gegebener Öuabrate, obt 
Stectangel, ober einem 3}ie(fa(^en ober einem %i)tii 
Öuabrate glei(^ ift, finben jufolge bee ^VtWäi>'^if'^ 
V'öfuugen burt^ Souftrudion beflimmter rec^trointeliger 
Um bie ©umme oon jniei Quabiaten iu ein Qu 
beln, conftruirt man baS rec^tmin!elige !£reie(t, beffen 
ten ber gegebenen Quabrate finb; bie ^^poteuufe ift I 
fuc^ten Quabratä. 

Um bie S^iifferenj Don jloei Quabraten in ein 
manbeln, conftruirt man baS rei^tioinletige Sreted, be 
unb §^potenufe bie -Seiten ber gegebene« Quabrate 
l^at^ele ift bie Seite beä gefachten Quabrate. 

Um bae Stectanget ABCD iu ein Quabrat gu t 
man auf AB bie ©trede AE = AD, conftruirt ben 
©egenpunde A unb B fi: 
male ju AB burcb E, ne 
in F fc^neibet ; bann ift . 
gefugten Ouabrat«. 3 

. AFB ift ret^t (§. 4, 2) _ ._. 

JU AB, folglich bü« Quabrat Bon AF bem 
SRectangel au8 AB unb AE ober AD gltif^. 
Ober mon mac^it auf ber aSerlängetnng 
Don BA bie ©trede ^G=AI>,, conftruirt 
ben ^albfreie, beffen ©egenpuncte B unb O finb, unb bie jJlormale ju 
GB tmdf A, meiere ben ^afbtrei« in H fi^neibet; bann ift AB bie 
Seite be« gefüllten QuabratS. 53enn ber SBinfel QHB ift rec^t unb 
AH normal ju GB, fofglii^ baS Quabrat Don AH bem atectangel flufl 
AB unb AO ober AD gleic^. 

Um bae Quabrat ju conftruiren, Q>ei(^eä »mal ober ben nten 
£^eil fo grug ift alä ein gegebene« Quabrat, ^at man ba« iRtttonfleC, 



A -E 
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n %fftil \o gvog ift ai9 iaS gegebene Qua« 
itmanbeln. 

net gefi^Ioffeiieit ^iqüx lam auf jiuei bet= 
1 werben. Sict atu^btuct beS ^ißevimetevö 
lon Ä über B bia C, D, A; bet Sluebvuct 
n ^ über ö biß C, B, A. ein *3ßunct, ber 
, ber ein Sliid beö einen SÜJegeS juriidtegt, 
«ienigen, ber beu entgegeiigefefeten SÖeg ju' 
BCD, BCDA, u. f. m. (tnb gteii^bebeuteiib. 
[6 ^ßC mirb bon ber ©eraben J£ befi^tie^ 
fo bre^t, bü6 B ben Seg Bon £ naiJ^ C 
burt^ 'Bre^ungen in einem beftimmlen ©inn 
}tn pofittt), fo f)at man bie in bem entgegen: 
Stächen negatiö jn nehmen. Jpiernai^ finb bie 
',BC'A,C'AB gteii^bebeutertb unb »on einerlei 
f7 unb ACB, u. f. m. entgegengefe^t gteit^. 
t ?unct auf ber Ebene be8 Xirekdö ABC 
BO einerlei Mic^fung unb klinge ^at, [o ift 
> + BGO = ACP, 
^tiiftn ober bie entgegengefeßten 3eic^en 
Einerlei ©iun finb ober nit^t (§. 7, l). 
lan taS ¥ataäe< 

^net bie Uuri^. ^ j ,^p 

üX^R unbÄ, fo r"-"'--'-V.". \ ,.-''' \ 
CPOB=CPSR \ """'^ 

(2), folglit^ but(^ abbition ABOQ-^BCPO \ \ ^ \ 

=^ACPQ„ ai\o aud) ABO-\~BCO = ÄCP. 
3Benn im 'Jiebenlotnlet beS SßJinfele CBA 
tiegt, fo finb bie Iireiede ABO unb BCO 
entgegengefeßlen ®inne8 unb 3ei(^e«8; in ber S:^at ift ^CPQ bie ©if< 
ferenj von Parallelogrammen, bie ben Parallelogrammen ABOQ, unb 
BCPO Qitidf pnb. 

aSenn man ouf jfflei Seiten eineg ©teiettg AB, BC $aral(elü* 
gramme conftruirt, unb ben Duri^fc^nitt ber 
©etten, bie mit AB unb BC jiarallel finb, 
lurc^ O bejeic^net, fo ift bei ^eftimmnng ber 
^eii^en nac^ ber obigen dtegel bie «Summe 
Der 'Parallelogramme einem Parallelogramme 
'^eic^, beffen auf einanber folgenbe Seiten 
nit AC unb BO einerlei iRic^tung unb Sänge ' 





66 Sintrt Si4. $Iaititntfrit. 

^aitn. '^nn bie $aia(IeiDgiaiiime ftnb 2nta[ fo ffc 
ABO unb BCO, u. f. m.') 

». SBenn üa belifbiger ^unrt auf ber ßl 

aTüinm« ^BCD ift, (d ^at man mit IRüdfi^t auf bie 9 

ABO ■+- ADO = ACO.**) 

©eroei«. §aben BP, CQ,, DR mit ^0 ein 

fliege Sänge, fo finb ABPO, BCQP, ACüO ^a 

jH)or (7) 

a a ^fiPO + BCQP 

5Wun ift -BCQP oon ADj 
Sinn nii^t eetfc^ieben, fo 
ABPO + ÄÜRO 
ABO + ADO 
Slnmerfung. gut je 
Sbene beS ^aratlelogiamt 
.ISO 4- CDO = \ABCD. 
ffienn bie poraflft mit AB burc^ O aejoflene ®erat 
5 fc^neibet, fo ift ABO + CDO = .i£S + CDS 
Senn auf bet !j)i(i 
t .^CO = 0, ABO = L 
) unmittelbar, loenn ma 
raben EF unb GH botall 
jie^t. <E)ann ift ABC=CDA, AEO=OHA, 
0OC. = CF0, folglich but^ eubttaction 
EBQO = FDBO (Encl. I, 43). S5ut(^ äbbitiou öon AEOE finbet 
raon ^IBÖfl = AEFD, ABO = DAO. 

9. I. Sieitn ein beliebiger ^unct auf ber Sbene beä :Z)reiect« 
ABC ift, fo ^at man mit Sfüdfic^t auf bie iRegel bet ^t\ii)ia 
OAB + OBC + OCA = ABCr*) 

©ettei«.. ®eun in bem 3)reied ABC liegt, fo finb bie titei' 
ede OAB, OBC, OCA Don einerlei ©inn, unb ABC ift bie Summe 
betfelben. aSßenn in bem SBinlet BAC fenfeitö BC liegt, fo ift OBC 
ben SDreteden OAB, OCA entgegengefe^t, unb man ^at nai^ bet ffieget 
ber 3"^en 

OAB + OBC + OCA = OAB — OCJS + OCA = ^BC. 
©enn aber in bem ©dfeitelminlet oon BAC liegt, fo finb bie 3)tei' 

*) ^itfer @<ib jp von $a)>))uS (coU. matfa. IV, 1) in ftt^iHnhatt ÜBtife 
mitgü^lt »mien. Sie atcBtl btr äd^en »evbontt man SKüfeiuS (batijc. Claluil 
17 nnb onbemSttB). 

*•} Sflrignon'eSebtitte- M^m. deParisniS p. 66. SSgL aSS6itte @tati(34, 
"■) anongt J. de l'ec. polyt. Cah. 15 p. 68. aHBfiiufl 6avVt. Safc. 18. 
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SJrEtnl OBC entgegengefe^t, unb man §at nni^ , 

OCA = —OBA + OBC — OAO = ABC. 

. . MNÄ bev ^etiraeter einer beliebigen gefc^tofi 
ift für jleben beliebigen ^unct berfelbeii Sbene 

tf«fliii$en 

' + OBC + . . + OJHN + ONA 

!inen aiibetn ^und P ber ffibene ^at ma« 
3 = OAB + OBP + OP^ 
7 = OBC + OOP + OPB 

d = ONA -\- OAP 4- OPN 

•BC + . . + PMN + -P^^ . = ■£ 
legten ßolonne ben ®liebern bet üor^erge^enben 
gleich finb, OBP + OPB = (7), u. f. ». 

Hf eineö 9ßertmeter8, befonberö loeitn biefet ^ä) 
aburc^ fenntlicb geinat^t, baß man beii '^erimelev 
auf einer ©ette fc^attirt (fein „(JHtee Ufer" jur ßinlen beffen, roelc^er 
i^n bem gegebenen äluäbrucE gemäß juriidlegt. SJergl. §. 2, 11}. @in 
(ic^ felbft fcbneibenber Perimeter t^eilt bie ISbene iu meutere nebeneinan= 
ber tiegenbe ^i\ita, bcren Perimeter fidf fetbft nii^t fci^neiben, f^, tp-j, 
93,.. unb ben »on biefen 3«llen fluSgefc^loffenen unenblic^en %i)eil ?>„. 

@in befCimmteS unenblii^ Keines i^läi^enftiid ber @bene roirb »ou 
ber ©tretfe OA (9), lüä^renb A ben gegebenen Perimeter burdblaiift, im 
atlgeweinen me^rmal überfirtcben, mmat Untöum, «mal rei^tsum, unb 
^at beinnac^ (7) in ber ©umme 2 einen beftimmten ßoeffictenten m—n. 

Senn jmet unenblid) Itcine gtä^enftüde berfelben 3^"^' itßifi^eii 
benen ber gegebene Perimeter nic^t ^inburt^ge^t, but(^ w unb m' be-- 
jeii^net »erben, unb icenn ber to'iMürli^e ^und auf ber ioerlänger= 
ten ®eraben mw' angenommen lutrb, fo toin bie ©trccfe OA ni^t m 
überflreic^en, o^ne juglei^ m' ju überftreii^en. Sllfo ^aben w unb ro' 
in £ benfelben Soefficienten, ben ßoeffictenten ber ^eüe, in ber m unb 
e>' liegen. 

®enn jifei nnenblii^ tfeine glä^enftücte bena^battet ^tiitu, ivou 
fi^en benen ber gegebene Perimeter einmol ton F naü} G ^inburcbge^t, 
but($ a unb w" bejeit^net roerben, wenn «" auf ber- fi^attitten, « auf 
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bet gellen ®eite befl ^etimetetfl FO liegt unb au 
®erQben iwo" angenommen tolrb, fo lann bie ®tteife 
ftrel^en, o^ne jiigleit^ m" ju iiberfireii^en; bagegei 
allein o^ne m übevflric^en, mä^renb A bae @täd f 
intüdlegt. 1)a^er ift in S bnr ßoefpcient oon a,' 
©eite bon /'G< um 1 gtBger al« ber äcefficient Dot 
@eite, SDiaudsefe^t bofi bie pofttiDen glätten burd 
Drehungen beftttieben werben. 

3nbeni man nun auSge^enb Don ber unenbti($ei 
<Eoefficient ift, nac^ unb nai$ in bie einjelnen 3^' 
man quo bera Soefficienten ber eerlaffeneii 3^0« b" 
betretenen 3*0* tiurt^ 9lbCifiDn ober ©ubtraction t 
man ben Perimeter oon tet^td na4 ünf« (con bei 
ber bun!e(n) ober entgegengeleßt iiberfi^rittcn ^atte. 8 
ßoeffitienten ber ^tXiza g?, , ?i„ . . burt^ c,, Cj, .,, 
lic^ boDftänbig i; = c,9, + Cj^^ + . . . 

^ie bon bei Sage be@ ^uncteä unab^ängif 
Stäben, Vät[ä)t bie «Streife OA übeiftreictit, loä^renb 
gegebenen ¥«'inef« burt^Iäuft, ift ber oon bem ^erii 
nen Stäche gleich, wenn ber Perimeter fic^ felbft nictil ' 
me^r al« eine 3elle bilbel (c,, = 1, £ = ^i). T 
blent ba^er aut^ jur 1>efi"ilion bev gtäi^e einer n 
beren Perimeter fi^ felbft f^neibet.*), 

9lld gläi^e bed $iereife 4 
bie Summe ABC+ACD \ 
menn man ben millüirlii^ei 
;. Bereinigt. 3l(« gliJifte be6 
* ergiebt fi^ bie SJlfferenj be 
SEH, mtnn man nac^ bem !X)ui<$fd|rnitt S 
Bon EF unb OH oerlegt. Xiiefe gläc^te ift 
.1. 91uü, menn EG unb FH paxaüd finb (2). 

^-'^^^Sr^*' = E^ff- olfo EFQH = EFI (3). 3tu(ti ift 

bafl ajieied EFQH einem S^ieied glei^, in 
meli^em gmei @eiten mit ben 2)iagonalen EO 
nnb /Iff einerlei Mii^tung unb Sänge ^aben (7)- 



*} Utbtr bit glSAtn uon giBitmt, benn ftrintttet: f"^ ftibf) (cbneibm, ftnb bie 
trften auff(|lüffe t>on iDitiftet: (Comm. Gott. 1769 p. 148) mAtn movben; M' 
U8tntli*t «(ufitniiiBUi ftnben (1* bti Sertll (ÄdaPetrop. 1781, I p. 125. 1783, 
I p. 91) unb C'^nititt de rel&tioDe matna p. 23. alle aitcn uon ^olvsonen 
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jefpcient 2 ift, roirb ton 3eHeii umgeben, be= 
I 1 ^at, a. f. m. S)a^w tonn bie gtäc^ie 
tmte SIrt butc^ einfü($e 
iiteu 1 ober — l) quo» 
Qerimeter biefer ^tUen 
He be6 geae&enen ^e^ 
Seite be« ^erimeterß 
ei<^ bie fc^ottirte ®ette 
}en ^eiimeteid, melt^e 
udmad^en. !0a8®terit' 
ben fuß) befielt auSitoei 
inb bem äugern ^ettrted. 
3eBen ABA. ADBGA, 
ber bie fd^attirte Seite 
;t, ift iiegatib. 



ebenen ©tretCen A^B^, A^B^, A^B^,.. ber 

tten eines ^oli^gonS Don gteic^eT Sänge unb 

t jeben beliebigen ^unct O bie ©uinme bet 

lO + A^B^O + . . Bon ber(e(ben ©töfte. 

«wenn acer jene »eoingung ni^t erfüllt mirb, fo ifl biefelbe ©umme 

für alle $unde 0, ueld^e Don einer beftimmten @eraben gleiche ^b' 

ftänbe ^aben, Don berfelbtn ®rS§e.") 

SeiDetS. äluä einem tDiOfüttii^ ongenomme' 
nen ^unct A jie^e man AB, BC, CD,.., FO ber 
Steige nat$ Don gletc!^er Sänge unb {Richtung mit 
ben gegebenen ©tteden AiB,, A^B^, A^B^, . ., fo 
bog AfBjBA, A^B^CB, . . ^arallelogromme finb 
(§. 6, 3). 'Cann ift (8) 

AiB.O = \AiBjBA -\- ABO 
Ä^B^O = i^jBjCß + BGO 
A^B^O = \A^B^DC + CDO 





umfaßt bk »oh ©ouß in »t^uma^etS UefietfeSuiL - . 

II p. 3G2 acgebent goimtl \m Sterei^nung iöiei Rläctett. Singefienbe ae&anblunfl 
»on @runb aiiS ^t btefci @egetiflanb burd) ÜRäbiiie ci^aUen (Satpc. Salc. 165 
«nm. @tati( 45. Srnti^te bev @K*f. ®e|. b. SB. 1865 p. 42). 

•) Sttgt- bie flnä Sacobi'e 3fai^lafi öon ^ttmee mitget^eilten SBtmertuu- 
Btn. Steae'B 3. 65 p. 173. 

*■) apollimiuS im Ittn Su4 bet ebenen Oerter. Sgl. SimfonB aJtaibdtung 
fibett- »OH «äamtret p. 92 fj. S)en|elben ©als 6« C'^uilier polygonom^trie 1789 
p. 92 gtnauet be^antrit, etf^Bpfenb ober etft aKBbtuß ©totit 46. 
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fc(flfi(^ (10) 

A^B^O + A^B^O + . . = \AjB^BA + ) 

+ ABC . . Fi 

X)ie{erSeit^ ift unäB^änglg tsm O, wenn O mit 

behält feine ©röfe, fi> tauge a(« baS !Drered ^(?0 

feinen abftanb öon ber ©ttede AG fce^äK. 



§. 10. 8Id(^enme[fun( 

1. aßenn jroei *D«i«fe (^oroßetogramine) i 
\o ift baä Sßeiftättntg t^ier ^(Sctren bem 9Jer^ättni 
Eucl. VI, 1. 

a)eu>eie. !Dä« 3}ec 

fJ' -4BC : ^Z)E (ft bem Set! 

/^!5><C^y gleit^, ipcil na^ b« aSotou 

-^ "^^^^ B^^p ^^^■' ^^^' -^^^ l'"*^ ^ 

unb ^öC gtei^e glasen l&i 
inon bie ©eraben bom C nadfr ben 5ßunrten, ffle 
J&eile (Reifen, fo t^eilt man ADC in m ©reiei 
unb ^lö^en, olfo au^ Bon ßleii(»en glasen. ©Jen 
S^etl Don ^D nva<A entpft, fo enthält auc^ ABC 
ÄDC mmol, b. ^. 

ABC ; ^DC = n : n» = JB : 
Senn ofeer ^B ben mten S^il »cn 47) me^t afä 
ole {;. + 1)mQt enthält b. &. 

n:m<: AB : AD <n + l 
fo ift auc^ 

n : m < ABC : ADC < « + I 
$)ie 35ifferenj ber ajer^attniffe (ABC : ADQ - 
ringet aI8 ber beliebig Heine ©rud^ 1 : m, alfo 
[Rieben [Sllgebra §. 1, 2), 

^aroUelogrömme oet^alten fic^i ju einanbet, 
^älften b« ^araaelogramme ftnb. 

a. SSSeun iWei 'Sreiede C^araßetogramrae) 
fo ift bas ajerl^ättntß i^rer gtöc^en bem Serl^ättnii 

S9e»eiS. 3ie^t man bie ^iormale jur Safi 
bie ©ernben CS, DF parallel mit AB, fc er^ätt i 



§. 10. glü^einittflung. 

Sflmi\tBEA:BFA' 
'iiUd} ABC : ABD 

i. 9, 9 ^at man 

^ CAB ' 
äl&ptänbe tinet bt* 
btn Seiten eine« 
t($ bur4» blc ))aTallelen ^B^en bivibirt, f 




ift ble 



•de ABC, ABD bie Saft« AB gemein ^aben, (o 
rer Stächen bem äJei^ltnig g(eic^, nad& meli^em 
.iß get^eilt loitb. SJeim bie ©ttetfe Co Don 
njirb, fo ift ^i5C : ABD = CO : DO iufofge 

: Z>Ö) ^GD, fiffC = (CO : Dö) SGO. 

' = £B : FB, wie §. 8, 4 au« anbetn ©tttn« 

er Don einem '^mtte eine« ffltetfe« üuSge^enben 
ju einanbn bet 9iet^e nac^ ibie bie ©treden, bie 
S ^uncte« Ben ben ^jotma* 

..... KU., vv.. .c.>v,.»»v.en bei Seinen abgeschnitten 

roetben. SBenn nömfif^ AN ein 33iameter ift, fo 

finb ble ^titdt ABN, ACN, ADN te^tiointtlifl 

(§. 4, 2). ©inb nun BB\ CO, DD" normal ju 

AN, [o finb bie Ouabrote »on AB, AC, AD, AN 

ben fflectongeln auf ber ©afia AN gteic^, beren 

§ö^en AB', AO, AD', AN finb (§. 9, 5). S)iefe iftectanget ^aben 

eine gemeinfc^aftlic^e :tBafi« unb oet^alten fic^ ju einanber, toie AB' 

AC, ad; an. 




3. *Dü« Sier^ättni^ ber glätten bon jniei ©teieden C^aroüeto» 
gramraen) ift ba« ^toburt be« Sßet^ättniffe« i^ter ©afen mit bem Säet, 
^älfniß i^rer §3&en. Eucl. VI, 23. ^ 

aSeioei«. 3nbem man ba« 'Dreiecf ADC jti 
$mfe nimmt, ivet^e« mit ABC gteii^e ^B^e, mit 
ADE gleiche fflafi« :^at, finbet man 

ABC : ADC = AB : AD (1) 
ADC : ADE = FC : GE (2) 
folgtif^ buv($ aßultiplication (3ltgebra §. 1, 3) 
ABC : ADE = {AB : AD) {FC : OE). 




TS 



^'2 Siertce Sduä}. $IaninKtric. 

3ufö^e. Senn bei (»ei Dreieden {^axaMogt 

1)iUtti^t ber a5a(en unb ber |)0^en reciprot finb , (o ! 

mg ber t^Iäi^en ben 9Sert^ 1, b. ^. bie ^[ö^m ftn 

Sffieiin jreei Dreiede (^arallelosramnte) einen ©i 

fe ift bQ9 ©er^ättnig l^ter gtö^en ba8 ^lobuct ber iß 

bie jenen 333inlet einfi^Iicgenben 

Dreied« ju ben ben g(ei(^en 3B 

ben Seiten be9 anbetn Iireiei 

ftnbet mit §aife be« Dreieds 

ABC : ADE ^■- (AB : A 

Senn bem S5reied ABC ba8 Dreied DEF fo 

j;^ bog BD = a.BC, CE=ß.C 

j y^ \n DEF: ABC = aßy + Cl — 

'"^ ? B Denn man ^at 

^DE : ABO = UDE : .4DC)(^D(7 : ABC) = 
^E/- ; ABC = — (1— (3)y, 
ulPD : ABC = (4f7> ; ABD)(ABn : ABC) = 
5nun ift DEF = ADE + AEF + yl/'D (§. 9, 9), 
DEF : ABC = (1— (J)(I— a) — (1— 13> 
wemit bet angegebene SBert^ ffimmt. aSergt. ©teir 
p. 201. 



4- ©ie jiiläc^ie einer gigur roirb burt^ i^r S8er! 

i^eneinljeit onßeßeben. 311« glSc&enein^eit Wirb gen 

brat ein ^eit gebrant^t, b. \). ein Ouabrat, beffen S 

ein^eit ift. Denn ein Quabrat ift ni^t nnr ala regii 

eine Seite fceftimmt, fonbern e8 gehört auc^ ju ben % 

bmn ajer^öltniffe ju einonber na* (3) gefunben njeri 

bet gtäc^e einer '^i^m ^eißt bie Ouabratut («rp«)-« 

ÜRan fagt aMürjenb (SriSfie ftatt IBer^ältniß be: 

:&Eit, mithin gigur ftatt Sßet'&Sitniß i&rer glätte jn 

aäafi« ftütt aicr^ätlnii ber Sofie jur Längeneinheit, 

fer iöebeutung ^at man (oetgl. .^eron'e gcobätiff^ie i 

. ^aroKetogranim = SBafi« x §ö^e = San 

Mectanget = ^roburt »on 2 folgenben 

Quabrat = (@eite)^ 

Dreled = -jSaflö x §0^e, 

Äreiöftäc^e = i^ßerip^erie x SRot 

ffiretefector = iöcgen x SRabii 
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er^öftnig eine« ^nwöetoar^mmS jur Duabrot- 
nfcem man ba« Ser^ättnig ber ©a(lB be« ?ar= 
lein^elt mit bem ©er^Itntg bet §6^e be« f or» 
.enetn^eit muttiplicirt (3). ©ei bem ^ataöelo" 
?^6^e out^iiänge unt33teite beffePben genannt. 
' SiSnge «nb Sreife einanber fl(ei(^. @in Dreied 
afe ein ^arallefcgtamm Don gleid^er Saft« unb 
, 2). S)ie S'öc^e be« Streife« Dber eine« ffirei«» 
eint« ajreie*« aufflefagt »erben (§. 9, 4). 
mb bie $&^e be« ^araaelogramm« in ^ugeti 
nan bie gläd^e beffelben in Quabtatfugen. Um 
ogramm« in Quabratjcllen ju finben, nimmt 
^ö^e beffetben in Bollen, u. f. lo. Iia ein 
at ein Duabratfng 12^ b. t. 144 Quabratjoa. 



: üu« jttiei ©treden (§. 9, 5) wirb in ber an- 
) burd^ baB ^robiict ber ©trecten aufljiebrMt. 
Irobuct Don jnei ©trecten, b. i. ba€ ^robuct 
ängenein^eit, <i(« mäüft eine« JRectangel« Dor> 

fen fflafl« AB + BC unb beffen ^B^e AD ift, 
tangel, Don benen ba« eine bie @eiten AB unb 
iten BC unb AD ^ot. gotflli^ ift (4) 
7). AD = AB. AD + BC . AD, 
t ben 91ege(n ber arit^metifc^n 2ßu(tit)tication 
DiefeSRegetn iDUVben im Slttert^um geometrif(!^ 
j abgeleitet (Eacl. II). 

t gläc^e eine« Sparatletogtamm« fe^rt au« ber 
araüetogramm« feine §ö^e berechnen. SEEJenn 
t^eiten, bie SBafi« a Sangenein'^eiten ^af, fo ^at 
iu^eiten. 

ßel&rfaft (§. 9, 5) ent^oft bie ®let(^ungen 
AD. AB, BC^ = DB.AB, 
y = (AD + DB). AB = AB\ 
DG^ =.AD.DB, 
tuf »efd&e fi(^ SBerei^nuniien grilnben toffen. §aben bk (Jat^eten a, 
', bie §^pDtenufe c Öängenein^eiten, fo ift «^ 4- 6' = c", folglich 

§at bie ©eite eine« Ouabrat« a Sängenein^eifen, fo ^at bie 3)ifl- 
jonale y2a* = a-^1 Sängenein^eifen. %<x^ SBer^öttnig ber SJiago- 
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nale inv ®eite eine« Quabrotd tft y2, mithin 
niirailen ©tteden finb incoramenfurobeC (äfge&ta §. 
§ot bie ©tite eine« gteii^feirtflen t>mtS» a 
^at bie ^tP^e "/a»-H:i^= = ¥V^ Süngenetn^ite 
ia*y^3 Quabrotein^eiten. 

6. ^ie ^\&S)t efiteS ^ot^gottS wirb gefunbei 

feine @if))iinctt parallelen eon beliebiger 9Ii($tur 

©hrede, bie innerhalb be« ^ot^gon» (iegt, mit bem 

barten parallelen multifiliciTt, unb bie @umme b< 

biDibirt.*) ABCDl 

4 i O^G^Waff^+B^Bj.. 



SÖfloeifl. I)ie3)te 
on ber «ap« GG,, 
Q^G^C,0.,G^B an b 

ben bie^ö^en HoH,, 
ift (4) 

@benfo finbet man fft 

£, B^ liegenben "^teied 

+ ßj5Gj 4- ß,Sji 

;^ ferner i^,fßj -\- FF^ 




n. f. : 



7. gür jeben ^unct ber @6ene finbet man, r 
ftänbe »pn ben ©citen eines ^ot^gonä ber SRei^e n 
multiplicirt unb bie ^robucle fummirt, biefelbe ©nm 
(leite glÖc^e befl ^üttfgonä, ourauegefe^t bofe bie l 
mit ten 3*'*^^" ^" Dreiede übereinfttmmen, auf 
fi* besiegen (§. 9, 10). 

3ft ba« «ßoi^gon gleic&fcltlg , fo pnbet mon 
Sbene, roenn man feine äbftänbe »on ben ^Seite 
3legel fummirt, biefelbe ©umme. 



*) !Dt( S^ilung einer ^5<^ butd^ ^aiaSclen «im ^ntdt \fyax Ouabmtnr 
tommt fc^on bei att^imebtS Bor. 3)ic obige dniac^e SHeget reirb iiibefen in 3. 
S. mni)tt'i ptact. ®eoni. Hl, §. 280 unb aiieier ©itf* geom. »ufg. 1, §.25 
bei SBe^anbluitg biefeS ^ßrobltmS tiDt^ iiiAt angettofftn; pc ifl aber au8 ber For- 
mel ableitbat, icelcde ®ou6 für bit gl.H^e eine« 5|Jol?9i>ii8 in ©c^umn^erS Ueter< 
fe^ung tton SoniDt'e g^m. de poa. II p. 362 gegeben l^al. 



g. 10. glScfeoiintlfnna. 
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in au8 einem '^aad O ju ben ©eiten eine« 

icn einem Streife gefd^nitten roetben, bie erfte 

te in -Pj unb Q*, . ., \t> ift 

pj + . . = OQ, +ÖQ1+. ., 

!ld&en fomo^I »cn OP,, OP^, . ., <M aut^ toxi 

3ei(^en bet ÜJreiecte (§. 9, 7) ubereinftiramen, 
;n beg ^ol^gonB bilbet.') Öeftimmt man ben 
nttum be« SrelfeS bie aHitte 
mit bntt^ R bie ®e^ne ST 
1 S wnt T bie Oegenpuncte 
e ©e^nen gteii^e abftänbe 
\t\ä)t Sänge unb gfeicBe ©0= 

bie ©hredeit OP, OQ. ben 
unb bie Sffiinfel QPT, PTS 

paraüefen ®e5"f'i netmat - 
TP ein Medanflel, unb UP, 
. Siegen nun C, unb F,, CJ^ unb Fj, . . auf 
■itigen ?cf^gen8, fo ift mä) bem OSigen 
73 + . . = ÜF, + i?F, + ÄF, + . ., 

7,r,, u. f. ai. 

P3 -I- . . = -Br, + RT^ 4- irr, + . . 

= 00.4-005 + 003 + ... 

_. „ , ,, .„ ig, . . gegebene ©erabe, c,, c^, c,, . . gegebene 

^a^len A^B^, Ä^B^, Ä^B^, .. ©treiJen Bon l,, /„ ^3, . ., bie fic^ bei 
Wei^e naöf Wie bie ^a^lm c,, c„ Cj, . . cet^alten, p,, pj, /»g, . . bie 
^bftänbe eineS beCiebigen ^uncted O bon ben gegebenen ©eiaben, beren 
3eid^en mit ben 3ei^n bet ©reiede ÄiB,0, A^B.^0, A3B3O . . übet» 
einftimmen. ÜSenn nun bie ©umme c,/i, + c^p^ + c^p, + . . ton 
gegebener ®ii)6e fein foö, fo . giebt eö im 2Ißgemeinen unenbtii^ »iel 
^uncte 0, bie ^uncte einer beftimmten @eraben, welche bet Sorbetung 
aenßgtii.**) 

©elpei«. 9Iüi$ ben gemattten Sßorauefe^ungen ift (4) c.p, +CjPj 
+ C3P3 + .. = %Ä^ByO -^ A^B^O + Ä^B^O -\- . ,). t)ie ©umme 



*) ©efonbnt gSBt bidtS ©oiärt ^atnt 30106 ©tegorif imb augujl befannt 
Stmait. Snrgl. Äunjt ^Ifnim. p. 166. 

") apoIlDniua (D6en g. 9, 111. aJtrgl. iffitict $ii|rt) g«""' ^"f3- 11,251. 
Stn Monbrni ffiofl, in rodd,!«« 3 ®ctobt gegeben, «nb bie jiigeljPrifleii Bo^ltn ®in* 
ieittn finb, ^t Siinnierniamie (®erfl. ann. IS p. 217) betro*!«, uitb ti 3.8. 
Sacobi (SntfevnungSSiter beS 2)[elecfe, ^togr. bei; SanbeSl^uU Ipjorta 1851 unb 
1851) roeit ouegcfiifitt. 
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2(ÄfB,0+ . .) (ann inSbefonbere einen uon Q un 
fjdfstn (§. 9, 11); bann ift bie gcrberung »on folc^ei 
toel(^e bie ©umme c,;>, + . . einen beliebig gefletwr 
iidf fetbft toiberfpret^enb. 3m aßgemeiiien ^nt 
2(^1 B,0 + . .) einen äDSeit^ ber baö üon ml 
©ttede (4ff) flebilbete T)xtitd am eine beflimmte ®i^ 
^inrei^nber $ö^e biefe« SDreled« ^at alfo anc^i bie 
ben gefotberten fflJerl^, unb behält ben[el6en, ipetin 
Bon ber fBafi« (^(?) be^SU. 



§. 11. Sleljnli^teit ber ©rei 

1. aSenn jroei JJreiede iioei Sßinlel bet JRel^ 
fo finb fie ä^ntic^, b. t). bie Seiten be« einen 
SReife nod& ju ben ©eiten beö anbern !j)teiei}«, l 
3SinWn gegenübettiegen, gteic&e SJer^altniffe, unb \ 
glä(^n ift bae Guabtat be« aSer^ältniffe« bon S 
meiere gleii^en Sinleln gegenilberliegen. Eucl. VI, ^ 
Sßenn bet ©in!el A = D, B ^ E, \o ift AB 
§■ 5, 1) b. ^. 

BC : EF gegenüber ben gieid^en ©infeln 
= CA: FD = > <. 

= AB: DE . = , 

unb ^BC : DEF = (BC : EF)''. 

^^ Sern ei 6. aWnt^t man auf i 

\ = .4B iinb jie^t GH parallel 
\ DQ:DE = QH:EF = ^Ö:/ 
\ ber SBemertung, bü6 bie SÜJintel 
£ gleti* finb, folgt aber in Sßetbinl 
ouöfefeungen, baß bie a^reiede 
gleich unb ä^nlicb r>nb (§. 5, 3). 
_ = SC : EP = C-4 : J'D. 3)( 
■* "Creiedäfläd^en finbct man üu6 § 
SEnmertung. iöei Ö^nlid^en ^eiecten bet^I 
befl einen ju einonbet ber SKei^e nai$ mie bie b( 
gegenübertiegenben Seiten bea anbem. ®enn bie $1 
AB : BC: CA= DE : EF : F. 
umfaßt bie bemiefenen Proportionen (9t(gebra §. 1, 
betfelben Proportionen tünnen aui^ bie ©leic^ungen 
AB .EF =^ DE. BC, AB .FD = DE. CA, BC 



§.11, 2(e5nr^!eit ber 25tciedc. 



77 




gcbraud^t toetbcn, burd^ tt>cld^c btc ©Ictdjil^ett bon bcfttmmtcn glä^cn 
««geäeiflt lotrb (§. 10, 5). 

a« SBcnn jti>ci ©rciedc ba« 95erl^ältnig bon 2 ©cttcn unb bcrt 
SBinfel gtcicl(| l^abcn, bcr bon bcn bciben ©cltcn cingcfd^Ioffcn wirb, ober 
bcr grögern bon bcn bcibcn Seiten gcgenüberttegt, ober menn bte üDrei* 
edc bte aSeri^ältniffe ber 3 Seiten gteid^ ^aben, fo ftnb fie ä^nlt(^. 

SSßcnn AB : BC = DE : EF unb ber SBtnfel 
B = E, ober toenn AB : BC = DE : EF, AB 
> ^C, unb ber sasinfel C ^=^ F, ober ttjenn 
ABiBCiCA = DEiEFiFD, fo ift ber ffiinfet 
^ = i) gegenüber ben ^omotogen {in ber^ro))or^ 
tictt glci(^cn Stang etnnel^menben) ©eiten BC unb 

Er, u. f. »v ^^c </) DJSi?'. 

SBe to et«.aWad^tman auf/>-E:bie®tre(feZ)ö=^ 
unb giel^t GBpaxaMmxtEF,\ox\tDGIlcf^DEF, t>.^ 

DG : GB : BD = DE : EF : FD (1). 

a. SBenn B ^ E = G nn\> AB : BC = DE : EF, fo ift audji 

AB i BC = DG : GB, mithin j5C = (?J5r, unb ABC ^ DÖ^JBT (§. 
5, 1), b. 1^. ber 2Binfe( A = D, fofgti* ABC c/> DEF (1). 

b. 2ßenn C = F = J? unb ^5 : i5C = DE : EF, fo ergiebt 
fid^ tt>ieberum BC = GB unb ^150 ^ i)(?^ (§. 5, 4), b. ^ ^ = D, 
folgtid^ ABC .r DEF (1). 

c. SBenn AB : BC : CA = DE : EF i FD, fo ergiebt fici^ 
AB.BCiCA = DGiGBiBD, mithin jBC = ö^^, C^ = J?A 
unb ABC ^ DGB (§. 5, 2), b. §. ^ = A 5 = ö^ = E, folglich 
-4^0 o) i)Ei^ (1). 

3« (Sin red^ttointeliged !Creied loirb burd^ bie 9^ornia(e aud bem 
©d^eitel bed xtd^Un ffiinfetö jur §^))otenufe in jtoci ©reiede get^eitt, 
rotläft bem gaujcn IDreied unb einanber ä^nlid^ ftnb* Sine Satl^ete ift 
ba« geometrifd^e ÜRittel (3l(gebra §. 1, 9) jmifd^en ber §^))otenufe unb 
bem an ber Satl^ete liegenben ©tüd berfetben. !Oie 9lormale ift baö 
geometrifcHie Süiittel jtoifd^en ben ©tüden ber ^\)pottm\t. 

Sd trotte. Die red^twinfeligen 2)reiede 
ADC unb ACB ffüUn ben SBinlel A gc* C 

mein, folglich ift (1) ADC ^ ACB, b. ^. 
AD:AC^AC:AB, ober ^C2 = .45..4Z>. 

3n ben red^ttoinfeligen Dreieden ADC 
unb CjDJ? finb bie SBinfet DAC unb DCB ÄTÄ 
gleich, »eil pe baffetbe 6om|)tement ACD 
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l^aben; fofgUc^ ift ADC er. CDB, b. ^. AD-.DC 
CD''- = AD. DB. 

■Diefe ©ä^e treffen nai$ i^rer fleometrifc^en iE 
mit bem $9t^agoiei{(^n i^e^rfa^ (§. 9, &) iufamm 

^ufäfee. 3ii ber Proportion bet ä^nlic^en % 
ABC : ADC : DGB == AB'^ ; AC^ 
ift ^BC = ADC + CDS, folglii^ (atflebra (§. 
+ CB^, in Uebereiiiftimmung mit bein ^^l^agoreij 

Sffienn bie rechten SEBinW vlCß, ^'Cß-, . . i 
CD begienjt loerben, fo ^ot mon Wege« ber flleii^ni 
A'D.DB', . . 

"^ ■■ "^ - m- L 

b. ^. bie ©treden i>ß, DB', . . »erhalten ftc^ jir 
1100 wie bie reciproten ©tredett DA, DA', . , . 3ti 
(ammen^anflc fte^n i. S. bie $ö^en eine« Dreied» 
benen fie normal finb. 

3}on iebem X)reiecte tagt ftc^ ein ö^nliiJ^eS ^re 
mit bem gegebenen ©retede eine ©eite unb einen 
^ 5)ie gemei 

la9 geotni 

\<i)tn ben 1 

len, melt^i 

©i^enfet bi 

mntm U 

\ ben aßinte 

-^ ift ACD 

AB. AD. 

aßan fann ba^er bo8 geometrift^e aJiittel gmi 

au* babur* finben, bag man DB, DE, CE bei 

mac^t. SBeil bann BE = ^E, fo ift aeb c/> ACE, 

4. SHSenn bie burc^ einen ^und ge^enben d 
Äreife begrenjt werben, fo finb bie ^robucte öon foli 
Differenj ober beren ©urame eine ©e^ne ift, einanber 
f^oftlic^et äBcrt^ ift in bem erften gaöe bo« Ouc 
ouS bem gegebenen ^uncte, im jiBeiten gaire baß Quabrat ber ^olben 
Keinften ©e^ne, »eid^e burt^ ben gegebenen ?!unct ge^t, a(fo in jebem 
i$QtIe bie 3)ifietenj beö Ouabrate ber ©trede sroif^en bem gegebenen 




t. St^nliil^tcit btr iDtdede. 
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unb be« Quabrat« hes SRabiue, unb ^eigt 
e in JBejug auf ben Ärei«.') 
t bmH) A ge^enben ®ecaben ben ^t\& in B 
Den, (o finb bie "Sutitde ABC unb ACB' 

maU bei A 



1' = AC:AC: 
aa^tvifütb bee 
bie ^unde B 
lUtn, toä^ietib 
Tangente ntrb, 
[CAC, Wie 
bei 3)reie(fe 
äbt 

im ffrelfe ßegt, unb bie ©etabe ^Dff not. 
itriim M ge^enben ©eraben AM aejogen wirb, 
*D' , unb DD' bie fleinftc unter ben Seinen, 
merben tonnen (§. 6, 11). SJann 1)at man 

cn SJteied ADAf ^at man na($ bem Sß^t^og»' 
i) in bem einen galle AD'^ = AM"^ —MD\ 
t = _ AM^ + MD\ 
in: äSienn auf ben ®etaben AB unb ^C bie 
n, baM^.^ß' =/.C.AC', fo liegt C ouf 
Mtfer ftreiS fi^nitte bie ®etobeAC InE, fo roäte 
rfc^ieben Bon ^C.^C, gegen bie SJoranSfe^nng. 




^eomettifd^en snitteid 
an man bad l&ieied 
coaftruiien, lueldreS bem einen con jlßei gege> 
^enen SDteieden an %laä)t gleit^, bem anbein 
ä^ntic^ ift (Eucl. VI, 25). Um ba8 SDreieJ 
iü finben, Wet^cfl gleich ABC, ä^nlic^ ADC ift, 
confttuiit man bas geometrift^e SRittel AE 
jmifc^en AB unb AD, unb jie^t EF patollet 




p. 164) eingefü^tt morb 



gO Stcrtteeui^. ¥(aiti 

mit DC. Dann \\i (§. 10, 3) 

AEF : ABC ={AE: A. 
= {AE : A 
well AE^ — AB.AD. 

Um boe SJreted PQJl buttj) '?atal 
nac^i flege&enen aSet^ältniffeii ju (feilen, j 



/Pn 


man P 


^y^ / 


bie 4)«i 


^/^^__5tf^ 


* 9!oma 


'^^^^^ 


punde 


y' m «■, 1 


jp^ — ^ ^Y 


L' = 0" 


"^"^"^^^-^ / v^ 


enblli* 


Jr^-"^ 


PS. i 


OAi' : OSP = 


= (0«' : «■ 


aSP: 


aBP= a 


foCjli* QAl' : OÄP — Q. 


: : Ofi. m 


OBB' : CIRP = Q^ 1 


; OK, CO 


aacp : ran — ay ■■ 


SDHUin »(trotten fi* ÖAl' 


: A'ABB' : 


bei ißei^e nac^ ujie 0« : oß 


: fr : yR' 


. 6. @ine ©trede ^dgt na($ [tetign ^ 




Im 


y^ 


nafi 


^/ / V 


il« 


/ ; y. 


ba< 


/ ' \\ 


»« 


/ W__-Ji- 


gan 



•) STu^flbtn biefct art Öaben Üeonarbo 
fol. 86), aiiabomet SBaattblnue (de auperf 
mengtfieHt. aJal. aKeltr ©irfdj aeom. aiifa. : 
nim. p. 266 ffT 

") Encl. Vi, def, 3. Stigt K, 11. IV, 1( 
Httng Sectio anrea s. divina ifl neue«n Ucftirui 



8on bcn S^nlic^n giguTen. gl 

! Slbfclmitt öon AB. I)enn bie ©erobe AB 

) ^ot man (4) 

': AB = AB . AD 

1, »eit DB = ^ß, 

FB : AD, AF^ = FB. AB. 
iif*en Softe ift AC^ = AB* + BC^ = 

= iY^i w* 

: AB = K/5-1), 

: AB = -4(3-/5), 

: FB = i(/5+l). 

>er gotbne ^[bf^nitt bee Kabine bie ®ette 
;nen ^e^nedß. 3ft AO = AB, BQ=AF, 

Jueil biefe iDteietfe ben SBinW B gemein 
Gß : ßa. aSa^et ift ber SBinlel i^GB = 

= BQ = AF, fo^Ui^ QU(^ ber Eintel 

OBA = 2B^G, 5B^G = 180«, lOB^ff 



ten dljnlii^en giguren. 

et einer ^i^xix ein $unct einer anberit 0igur 
de ABC, ABD, ABS, . ., Welche tion jWei 
it ben übrigen Runden betfetben giflur ae= 
i^enben S5teie(fen ber anbern jjigur A'B'C, 

,.^^^,.. vv» uHiV« na($ ä^nlii^ [inb, unb ba6ei^BZ),iJBE,., 

mit ABC Don einerlei ober enfgegengefe^tera @inne, \t nai^bem A'B'D', 
A'B'E',.. mit A'B'C Bon einerlei ober entgegengefefetem ©inne ftnb: 
io fmb bie gignren ABCDE . . unb A'B'CD'E' . . ä^ntii* , b. &. aUe 
ütrigen Jjteiede ber einen gigar finb ben entfprec^enben DreiecEen bet 
onberii Sigur ö^ntii^, bie ©trecten ber einen Sigur »erhalten fii^ ju 
einanber ber SRei^e naäf tute bie entfpvei^enben ©trecfen ber «nbern 
äigur, ba« aSer^ältnig ber Perimeter ift ba« Sßer^ältni^ enlfprcd^enber 
Siteien, baß 3ier^ältnig ber giöc^en ift baß Duobrot be« Ser5ätt= 
tii[|ca cntfprei^enber ©treden.*) 



*) Encl. VI, 20. Di« eurtibeif^e StftnitiDn (bie nfle jum 6toi S9ii$) i 
mW, wH fit aSt^ouptungEn tinl*li(6t, iwlie tinta StloeifeB 6(bUtfen. 
i J miB bie bafdfifl Enoa^ntt attjanbtimg bc9 »etf. 




g2 8itTte« fßv^. yianitnmit. 

, Sewet«. 91a4 bot Son 

©inlel BAD = £'4'Z>', B^C 

CXD = CA'Lf. äußleii^ tft 

J'£', AB : AD = A'B' : A'B 

= A'C : A'D'; mithin JCD « 

©eiifo ertennt man^CE^^'Cl 

BCD</^B'CD', BCE^ B'CE; 

%u8 bcT »e^nlit^tdt von BCD 

unb B'CE' folgt ebenfo bie 9( 

unb C/yE", 11. f. B). 
a)ie ©(eit^ungen AB : J'ß* = ^40 : A'C = 
= BD : B'D- = . .= CD : OD' = CE^ : C'l 
^o()prtion 

AB:AG:..:BC:BD:..:CD:..='A'B':A'C':..:ff 
enthalten, au« bet au<$ 

AB+ BC -\- CD-if ..xAS = A'B' + ffC - 
ObtT 

^B + SC + CZJ + . . : ^'B- -I- ^C + OD" 
folgt (aigebro §. i, 7). (Sbenfo fc^li(6t man a 
{§■ 11, 1) 
ABC-.A'B'C ~ ACD-.A'CD' = ADE-.A'D'E' = 

ba« Sßer^ädnfl bet gläi^en 

ABCDE . . : Ä'B'C'D'E' . . = {AB 

3. Senn 3 ^unrte ber einen gigur auf eine 
liegen bie entfptei^enben ^unde ber ä^nlii^en 3i 
©eiabeit; entfpre^enbe ©trecfen bec ä^nli^en gigi 
ffjtei^enben Runden na(^ betnfelben Ißet^SItnig gel 
fonbere eine gigut ein ffienttum ^at (§. 7, 6), fo 1 
giflut ein Eentium, unb bie Sentren flnb entfp 
beiben Siöuten. 

Siegen bie '^uncte ber einen ifigut auf einei Q 
entftJiec^enben ^uncte bei ä^nlidjen Signr auf eir 
€inei @e^ne bei einen ISuive entfpiictit eine @e^ni 
unb Wenn eine Se^ine bei einen Suite secfi^roin 
aui$ bie entfprec^enbe ©e^ne bet aiibetn Sutoe, b. ^. ber Tangente bei 
einen Suroe hmd) einen $unct entf^rii^t bie Tangente bei anbern Suive 
burcfi ben entfprei$enben $unct (§. 3, 5). Einern bei einen Surbe eim 
gefc^riebenen ober umgefi^itebenen ^oi^gon eittfpric^t eiu ber anbern 
Suibe eingef($riebence ober umgefc^riebeneS ^of^on, unb nenn baS eine 
biefei $o(^gone mit bei Sutve bei unenblit^ei Slnja^I ber gemeinfi^aft* 



t, fo fällt auc^ bo8 entfptK^Mbe ^ol^flon 
roe jufammen. Da^er tft ßaä äier^ältmg 
i^nlti^en l^uTBen fcem ^et^ältnig entfpiei^ens 
:^ältnt§ etilf)>ie(^enber i^läd^en toeni Quadrat 
nbei iSticden gleic^. 

le Don beifel^en ^nja^l bei •Seiten unb Don 

b ä^nlit^e giguien; jmet folgenbe Sdpnncte 
als itgenb imi folgenben iSdpuiKten bea 

:nb angenommen iDetben. 

nte Don Reifen (§. 'i, 6), Smäbogen Don 

ä^ntic^e f^iguren; einem (fiibpimct beä einen 

punct bed anbern Sogen«. 3e iloei Streife 
Sogen bee einen Sreife« tann ate irgeiib 

:nbEtn ffireiJeS entfptedjenb augenommeii mev' 
SteitSperip^erien ober ü^nlii^ev iöogeu Boii 

; entfptec^enbet ©tteden j. ©. bet SDiametet 

IX Steiapät^en 

)on Äteifen ift 
oeni unacrot cee siservaUniffeS entfpre*' 
^enber ©itecten gfei^.") 

£ie aug ^(tlbtieifen befte^enbe i^inie 
ABCDEFO ift con flfeii^et i^änge, njie ■ 
ber ^lal&tteis AUG. Senn bie §alMreife ^ 
ber^ollen ftdj toie i^ie Siameter ; nun tft 
AC -\- CE + EO ^ AG, folglicf) u. f. W. 

JJie iRingfläiJte jtoili^en jroei concentrif^en Srei= 
fen ift bet glätte be8 Sreifefl gfeic^, beffen 2>tame= 
tei eine butc^ ten äugern ^reid begtenjte ülangente 
be« innern Sreifeö ift. "Cenn bie fireiefläi^en Dtt= 
galten fic^ wie bie Quabtate i^ier Stabieu; nun ift 
ber ©intet CBA xt^t unb äC^~AB'^=B0'^ mä) 
bem ^^l^agoreift^en ©ofee, folglich u. f. n>. 

©ie Don ben $alHrei(en AC, CB, BA eingefc^toffene gtäe^e {%x- 
betod, Arebim. lemma 4) ift ber glätte beS 
Greifes gleite, beffen 3)iametet baS geometiift^e 
SDtittet OD iii)if($en ben 2)iametern AC unb 
Cif ift. '^tm(AC+CByi — AG^ — CB^ 
= 2JC. CB = ICDK 





n Steifen wirb 
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SitTtcS Siu^. Vlanimetne. 




aSen btn ^al^heifen AB, BC, CD, DA, unl 
britte gtei4, ber jiDeite 
ftnb, »itb eine glätte < 
Archim. lemma 14), bi 
fce gleich tft, beffen X)i 
bet Slabien von ben beit 
(reifen ift. Iienn AD"- 

SßoB ben $atbfreifen über ben Seiten eine« 
aetben jlDei fi^etfBtmifle glSi^eti Oijv/oiwi, lani 
ren ©untme bei 
Stei^ ift. Senn 
tteisflä($en übet 
$aft)treieflä<$e 
gleich, norauS t 
©egmente über 
taui)tunfl fic^ ecg 
ffienn mon 

wintetige unb fllei^ft^enlelige *t)reierf ABD einf^ 
trum D ben $alb!reifl EABF bef^reibt, fo bo| 
ift, fo ip bie fic^el 





hreife» AB, unb bet ©ectot ABD gleii^ ber gläi 
3nbem man nun bie Bon bem Ouobronten AB 
eingefc^loffene %\j&ifi Don ber Sreiafläi^e AB u 
fläi$e EF fubtro^irt, unb inbem man ba« ®egr 
ftei«flä^e AB unb Don bem ©ectot DAB fubti 
angegebenen Gleichungen. 



*) Larrnla beS ^ipiiDcrateS »on Kbioe, rintS 3(1 
^roclne p Suclib berietet, »engl. Slügel mot^. SB. 
gm Ü6« bie glasen an^er^ fl^elfätmigeu Siguien Ri 
Bepert. commentt. p. 4£>. SiOfin gebüßt (uio ba ^uffc 
21 p, 375. 



i. Sott btn iitinll4tn gigimn. 
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erfenewert^: wenn tine burt^ D gejogene ®e» 
}, ben Sreia in S fc^neibet, unb roenn bie 5Roi> 
fe @erabe in J f^neibet, •\o tft bie von btn 
r @tt«te GH eingefc^toffene Släc^ bet gfätl^e 
^. I)enn bet ©ector C^ff ift bem bi)pi>eßen 
[ib bem einfüllen ©edor D^ff gteic^, »eil ber 
■ unb DA-i = 2C^^. 5ßun Ift ^äG + DAO 
OAH, folgli^ bie aefnc^le glätte AHO gteit^ 
!e CD^— CDH = DAJ, Weil CDfl^ = GDJ 
\ man bie %iM)t AH'O' glei^ ber glä(^e be« 



enen ©tteden AB, A^Bj gieM e9 fotto^l einen 
@tieden ä^nli^e 'iittkdi von einerlei @inn 

iunct N, mit bem fie ä^niti^ t>xtitdt Bon ent» 

e«.') 
AB, 4,Bi fjoraÜel fmb, [o ift S ber Durt^- 

:n AAi, BB^ (§, 8, 2). fflenn ferner bie ©e» 

I R fi(^ f^neibcn, unb bie ©eraben AA^, BBi 
mit Ä iufammen, unb bie Streife AAyR, BB^R 
i^re Sentren auf einer burt$ R ge^enben @&> 

3, 3). 3n jebem anbein ^aü.t ift S ber anbere 

ceife 



bag 
unb 
SBB^fi ä^ntid^ jinb unb 
Bon einerlei ®tnn (2), 

bet Se^nlic^feit bon SAa 
unb SBß folgt aUx bie 




•) Sttgl. bie §. 1 cltlrte äft^onbUing p. 43. 



g6 Bicitc« fßu^. Vlontmdrit. 

bie S[e^n(i^teit bon iSajS unb 5^£, weil bet Sßintet < 
= JÄ» + «SB = X5'S unb Sa:Sß = 5J:£rS (§. 
cfeeti Siiifet 45ß, ^,55,, oS|3 finb bem SBinlef bei 
S^ unb SB gleit^; bie gteit^en mtHei ASA„ BSB, 
bei ©treäen AB unb X,fi, gleti$. 

SBenn AB in C, ^,B, in C, nac^ bemfefttn 
merben, fo ge^t bet Jtrei« CG, S, beffen Sentnim y | 
S'. 'Benn au8 ber 9(e^ntict»Ieit ber I)teieife S^C un 
®Iei*^eU bet SBinfel CSC,, ASA„ AC^A.C,. § 
.bie Äel&nli^Ieit ber ^xtkit SAA, unb SCC,, ber 3 
bet ijtguren SAA,a unb SCC,)', enbli(^ ber Trctitdi 

Sffieiin Ai, in J*, BS, in ß*, CC, in Ct i 
gebenen ©er^altnig get^eift »erben, fo lieflen Ak, Bk, 
taben.') ©enn iufofge bet SJotauSfefeung jlnb bie 
SBBiBk, SCCjCk Q^nlid^ unb eon einertei ®inn. 
man aber wie »or^in, bog auc^ bie giguren SABC, S 
ä^nlid& unb »on einerlei ®inn finb. 

Snebefonbett tiefen ouf einer ®eraben s bie ¥ 
unb onf einer ®etaben n bie ^unde A^, B^, C^, ii 
den AAf, BB„ CCi innen unb angen na^ bem ©ei 
Don ben ®eraben get^eilt »erben, »ef(^e bie ©intel A 
unb bereu 91e6enminle( ^albiten (§. 8, 6). 3)ie ®er 
mit ben ©etaben tiatallet, »elt^e ben Den AB ur 
5Binlel nnb beffen IRebenwinlet ^ntbiren. "Cenn oi 
ber Iireiede bpu einertei Sinn SAB, SA^Bi, SA^B^, SA^B^ folgt ttie 
oben, baß AB^A^B^ = ^5^,, j,s^M, B^=A^SA, , AB^A^B^^ASA^, 
A,B,^A^Bs = A,SA^. 91un rötrb ber aßinlet ASA^ unb fein Sieben« 
tointel Bon SA^ unb .S^, ^albirt, alfo bilbet s mit AB unb ^,5, enf' 
gegengefefet 'gieii^e 3BinteI, n mit benfeffien ®eraben fupfjlementäte 

Tiet gemeinfc&afttic6e ^nnct iV ber (Setaben s unb n liegt auf ben 
Steifen A-^SA^, B^SB^, C^SC^, fo bafe bie giguten NABC unb NA^Bi C, 
ä^nlicö unb Bon entgeflengefefetem ©inn finb. 33ertn bie ^xatei A,NÄ^, 
B.,NB^, C^NC^ finb tec^t, fflie A^SA^, B^SB^, C^SO^, forgltf^ ge^n 
bnrc^ S unb N bie Steife, »elcfee bie ©freien AA^, BB^, CC,, innen 
unb außen nad^ bem SBer^ültniß AB : A^Bi normot fi^neiben. Slufi jf^f 
biefer ?age aber fci^tiegt man f§. 8, 6), bofe AN : AiN = BN : B^N /^ 
= CN:C,N = AB:^s„ unb baß ber SßJinfcMiV^i = ^iV^i, iM 

•) Sieft ®«abe (cfendbet bit ©twien ^ß unb jIiBi na* btin(eT6en Bet^ft: :'A 
nig, mit man mit $ÜIfe beS 3ßtnttai[c^n ®ageS (Zlitsoaoin. g. T, 6) erlenitt. '\[j. 



.2. Um ben K^ttU<^ Sigintn. g7 

rCt = CiNC,. 3>emna* (iab bie ©inlet ANB 
A^IfC, gtei^ unb entgegetisefe^t, alfo bie 'CreU 
,, NAC unb NAiCi &^aü^ unb Bon entgegen' 
2). 

unb Af B^ iDerben son bei ®eiaben n in G unb 
# in H unb ff, fo getljtilt, bafe AO : BG = 
1 = A,Hi : BiH,, mithin SAG unb 5.1,(?,, 
H unb S4,ff,, :S'Ad, unb Soff, ä^nltc^ unb 
Ib. ^nn megen bei gleichen Eintel finb bie 
A,G„ NBO unb JVß,«?,, NAB unb iVyl,Hj, 
i(ti$, fctglti^ u. f. Id. 
unb SN finb normal ju einonbet. 3)enn bie 
üt bie ®etabe ÄS in Bi nac() bera aScr^Öltnig 
abftänbe be8 'jßuntteö .ff, Bon bcn (Setaben 4B 
bcnen bie Setabe s entgegengefe^t gleiche Eintel 
[tni§ ^aben bie tibftänbe bee $uncte« S xim ben 
i|, nämlic^Äfl; SR^ = ^i(M,B|. äugteii^ 
= AB : 4,5,; olfo Wirb ber SJinW HSH, 
)on ben Oeraben RS unb 5iV ^olbirt (§. 8, 6), 
ift xtäit 

intten bet ffireife A^SA^, B^SB^, C^SC^ bmä) 
•'i'ßuVi bejei^net, fo finb bie giguren ÄK|j3iy,, Saßy, SABC,.. 
ä^nltd^ unb von einettei @tnn, mte aa& ber ^e^nUt^feit ton SAA^A^ui, 
SBBiB^ß,, SGC^C^y, ft(^ ergtebt. 3ug(eid) finb bie ©etoben ctßy unb 
,o,|J,y, normat jn einanber, meil fie bte notmalen ©tteden ÄS unb 
SN notmal ftalbiren (§. 6, 7). aifo Tinb n«* bie ©intet oS«,, ßSß^, 
y&fj teift, b. ^. bie ftreife AA^R, BB,R, CC,R metben bon ben Stei- 
fen A^SAs, B^SB^, CjSG, bet 9lettie nn^ normat geft^nitten. I3ie 
(Seiaben aßy unb ttiÄri f^neiben fti$ aber auf ber S^itte ber 
StceÄe NR. 



9. ^a jmei o^nli^n Sigui^ctt bon einerlei @inn, ABC . . unb 
AjBfCi.., giebt e6 einen fi(^ fetbft fo cntft)rei$enben "^unü S, ba^ 
SABC. unb Sil,Ä,C, .. äl^nlic^e giguren einerlei ©inneS finb. 3ft 
nömltc^ S ber $unct, mit VDeldftm AB unb A^By a^ntic&e ©reiede Bon 
eiuertei @inn bitben (4), fo folgt aud ben iSebingungen ABS<f>AiBiS, 
ABC-x A,BiC„ . . bie ae^nti($teit Bon SABC. . unb SA,B, C, . . (1). 

•S:)^emaMASAi,BSB^,CSC„..,AB'A^B,.AC'A^C„BCB^C„.. 
finb Bon berfetben ©rßße. Iiie entfprec^enben ©eroben AB unb.iiB,, 
JC unb A^i,.. fi^neiben p4 »"f beut Äteife Ai,S; bie entfptei^en' 



^ SierttS SBui^. ^tanimttrie. 

ben ©eraben BA unb B^A^, BC unb B^C^,.. \^\ 
Äreife B5,S, u. f. tt. Bergl. §. 7, 3. 

3)ie Äteife, toett^e bU SBetblnbungSlinien 4^, 
nen in A.^, B^, Cj, . ., außen in ^3, Sj, C, . . 1 
nig bei entfptei^enben @tieden AB : AiB^ rei^ttoü 
6), ge^n bun$ S (4). ä^Sl^ic^ liegen bie (Sentren < 
.i^iÄ, BB^S, CC,S,.., bie inneren I^eilpunrte ^ 
ouferen a^^ettpuncte ^j, -Bg, Cj,..., unb bie Ser 
ber treife A^A^S, B^B^S, C^C^S, . . fo, baß bie 
SA^BfC^,.■., SA^B.^Cj,.., SA^B^Cj, . . , säßy.. 
tid} unb einerlei Sinne? finb (4). 

aSirb bie gigut SABC . . in t^rer ffifeene um 
aiic^lung Sa mit ber 9li($tuna 5^, ober mit bet en 
tung jufammenfäßt , fo erholten bie giguren i>etf 
b. &. bie SSerbinbungetinlen ber entfpred^euben ^nnrt' 
ge^n burti^ ben fic^ fefiift entfptet^enben ^und S. 
eiitf))red)enbe @eiabe ipaxaütl; im erften gatle f}tt\ 
i$enbe @treden einerlei 9t(<$tung, unb bie Sßerbinbuti 
CG, ((^liefen ben fidfe felbft enifptei^enben ^untt am 
HeHtii$!eit6pun£t l^eißt; im onbetn goße ^a6 
djeube <Strec(en entgegengefe^te Stic^tung, unb bie 
AAi, BB^, CC„.. ff^ließen ben r«^ felbft entfprec^ 
loelc^er innerer 3Ie:^ntii$fette))unct genannt n 

6. 3u jiuei ä^nlic^en T$<gu<^cii von entgegengefi 
unb A^B^C^,. ., giebt e« einen fit^ felbft fo entfp: 
ba§ NABC unb NA^ByC^.. &fya\\6)t gigur 
©inneg [tnb. 3ft nämtic^ N bet Sßunct, mit ued 
ä^nlic^e iCreiede oon entgegengefe^tem @inn bilben ( 
Sebingungen ABN ^ A^B^N , ABC -y^ A^B^Cy, 
ton NABC . . unb iVJ,5,C, . . (1). 

Die ©etoben s nnb n, roeti^e burc^i ben ^un 
^£ unb ^i£j entgegengefel^t gteii^e unb fnp))Iemet 
bilben aui^ mit AC unb A,C„ mit BC unb B,( 



*) Set 6ri S^nli^m gigiivcn (1(5 (el6jl entfimettenb« $1111 
(Nov. Act, Petrop. 9 p. 154) itttaä^tü rnib at^nlidjldtepii 
dinis) genonnt rembtn. Derfttfee ^igt bei SBannue (9uff 
59) ©ituationSpunct. apoUoniuS im etftm Siidj bei: ebi 
nwm'a Uebctt. ber ©imfon'ft^ett ©earfitituna p. 36) ^tte bti 
(tniction äMic^r giguten gefttautfet. Set auäbntd „»«ifpec 
©teintv ier (©^jl. eitW). p- 29), unb ift bcMitbntnber atä t 
Uc^t Soge" (Encl. VI, 18. XI, 27). 



Von btn S^nlic^ Stgi^'^cn. g9 

bergeftatt, baß » eon enlfpre(^enben ©traben 
gefc^nitten toirb, bie ben ^unct N ou9f(^Ue' 
■rei^nben ®etaben in oitfijrec^nben ^uncteii 
^Junct JV einfd&Iießen. !Die SßetbinbunflSlinien 
AI,, ßB|, CC„.. »etben ton ben fic^ felbft 
unb n innen unb äugen m^ bent %Ser^äItnig 
.B : A,Bi) gef^nttten (4). 3n peifpectivift^ 
ren Von entgegengefe^tem @mn nit^t gelangen, 
unte umgenenbet tnirb. 

bettel&tgec Sage tBnnen aU ä^nlt^e Sigurcn 

uf jnei Sitten betrachtet icetben. ^ai^ bet 

e einen äußeren, na<$ ber anbern einen innetn 

e äe^nlic^ileitspunctc t^ettcn ben Slbftaitb ber 

nai^ bem Sßer^ültniS ber 3tabien. Dwrc^ bie 

bie gemeinft^afttif^en langenten ber Streife.*) 

ui MA, ber in bei burc^ bie Zentren M unb 

t, bem glei^geri^teten jRabiu« AfiA, entfpre» 

onbern Wabinfl MB ber gldd&gerid^tete 9Ia» 

Jngen AB unb A,Bj ä^ttfit^ finb (3). Sirb 

bie ®crobe MM^ Bon ber ©eraben SS, in S ge[i$nitten, fo [inb bie 

SSrctecfe SMS unb SM^Bi ä^nlidfr unb Don einerlei ©inn, ba^er 

MS : MiS = MB : M,Bi. SBenn femer C unb C^ entfprei^enbe 

^uncte ber Äreife, mithin MC unb Af, Ci SRabien eon einerlei iRid&tung 

finb, fo ge^t bie ®erabe CC, bur^ ben ^unct S, »eil fle bie ©trede 

MM^ äugen nai$ bem 33er^ä(tnig ber Stabien t^eitt. Senn ind(iefon> 

fcere bie ©erabe SC ten Ärei« (M) berührt , fo berührt Re ou(^ ben 

anbern Äreie (M,). 

©e|it man bagegen ben dIabtuA MA bem entgegengefe^ten Stabiud 
üfj^j entfpiei^enb, fo entfprii^t einem anbern 9{abiud MB ber parallele 
entgegengefegte tfiabiuS M^B-i fo bog bie ©ogen AB unb A^B^ ä^nticb 
finb. SQJirb bie ©erobe jVM, »on ber ®eraben BB^ in T gefc^nitten, 
fo finb bie Jlreiede tmb unb TM,B2 affnü^ ""b "on einerlei ©trnt, 
ba^er MT : TM, = MB : M,B^, u. f. ». 

3ur ©eftimmung bet Stel^nHc^Ieitapunrte S unb T ber JSreife, bereu 
SRabien burc^ r unb q bejeii^net »erben, ^at man 

■ MS : M,S : MM^ = r : p : r — u, 

MT : TM, : MM, = r : p : r + ?. 

3)ie 35etg(ei(^unfl Don MS unb MT mit r, Don M, S unb TM^ mit p 



■) ajetgt ?Pai>Hn9 TU, 110. 118. ffiuttr a. a. O. ^onctttt propr. proj. 
236, ©ttinet gtom. Sonjir. p. 42. 



«intce en^. ^lanmictnc. 

i ber S3eiglet($ung Ben MM^ mit r — ^ nn 
ifeitige inf^t ber beiben Sitife abbaust' ({ 
Liget einanbet liegen, fo finb T unb S boti 
, unb es giebt jmei ^aare aemeinft^aftl 
©enn bie ftteift ftc^ aufeen tetu^ten, fo ij 
und, ivä^enb S con betbtn Reifen aai\ 

3 ecmeinfi$aft(i(^e Ütangenten bct jtxeife 
:iben, fo ((^liegen beibe ben $unct T ein ui 
giebt no(^ ein ^nai gemeinft^aftÜc^e iCa 
n anbern innen berührt, fc fi^tiefien beibe 
en $unct .S gemein, toabrenb eine gemet 
>ibt. Senn ein StctÜ vcn bem anbern ei 

beibe bie ^unrte T nnb S ein unb ^att 
:anflenten. ®ei concentri((^en Äreifen fall 
uit bem gemetnfi^aftticben Senttum jufar 
liegt ber öußete ?le^nti(l^!eitöi>untt auf Jl 

ber inneie 3le^nli(^Ieitdpunct mit ber 31 
flßt. 

nn überhaupt bie A^nlic^en 3<9uren bon e 
Ic^en unb ä^nlicben lE^eilen bon einerlei ' 
rum baben (§. 7, 6), wenn ferner ein ^aat 
fmb, fo fönnen bie JJiguren auf irtiei 2h; 
t roerben. Utaä) ber einen Sluffoffung ^abi 

anberen einen innem 9le^ntti$feite)>unct; b 
len äbftanb ber Zentren innen unb äugen 
cnber ©treden. ©inb AB . . A,B^ . . ur 
I giflUEen, M unb p i^re ßentren, AB unb 
ede MA folDo^l bie ©treile **« al« aaä, 
fia, entfprec^nb gefegt »erben, unb Mft u 
ae^nlid^fetts^juucten geff^nitten. 

I. 8et einem S^reted aiib bie ©trede ; 
und ber ^lii^en (§. 6, 9) unb bem ©c^lw 
itrum be« umgef^riebenen Srei[e6 außen na* bem Sßer^äftmB 
lt.*) ©inb A^, iJi, Gl bie SWitten ber ©eiten BC, CA, AB 
lied« ABC, ift H ber S)ut[^f(^nitt«t)unct ber §iJ^en AD, BE 
M bü« Zentrum beö SreifeS ABC, fo finb bie ©eiten befl 
i A^C^M mit ben ©eiten be9 Iireieda ACH ber iRei^e noi^ 



San btn S^nltc^at ^iguten, gi 

•elede A^ C, M unb ACH Öftnlidb unb oon 

■erfpertibif 
> ^C ent 
Jen ©urd 
innen ni 
/: 8M = 

tted e i»i 
: Don ben 

anitten 

Steife« 

letl^eilt.') 
mct beö 
rft^nittö' 
iegt ba« 

i 5^= 

mb ber 5 
(^iWtapun 
1 anitten 
f bur^ i 
)6^en auj 
■te Bon ^ 
nb; auf 
) €« t^f 
bem aSerl 
fö : SM, 



5 ber SRübiua Jtf, Jj , in SÖejug auf 
ber SRflbiH« M^A^_ bergeftatf, bog A^ 
BA unb HA^ einerlei SSic^tung unb i 
:Cer ffreia, beffen ©cgenpimcte A unb 
toeit bie aSintet AEH, BFA tec^t finb 
^, rnib Jj, 5, unb Sj, C, unb 6'^ 
bie 3Binfel A^DA^. B^EB^, C^FC-, \ 



•) Seini'6a4 boB geraWfn. ©wirf 18 
•*) 2>ae btr firetS OEP bie ©eittn beB 
bat& (a. a. O.) bemertt »orben. I)itfel6e Q 
(x bie ©trecfen ö"^, HB, HC 6at6itt, Bafi 
betannt gnnuit (®erf|. Ann. XI p. 215). 
onfaeliäit, @(om. Son^. p. äO. 
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unb AjB^Cj finb gfsid) unb ä^nltc^ Bon einetlei i 
tibtf^er Sage, i^r inneiei Ste^ntii^teitepunct tft M, 

IV. aSer geuerbad^'fc^e fireie »irb »on boi »■ 
bie ©eiten beS ©reiecfö 4ßC berühren, Don bem e 
Don ben biet anbein ^etfen au^en.*) 

Seil) eis. 3)ie ^atbtmibe beS 3ßinte[8 ^ , c 
G be9 bem !J)re 
benen ftteifeS liej 
BC in J, beffei 
3ie^t man bie i 
beS geuerbadlf'ft^ 
gefegt t)atal[el it 
K, bie aWitte bi 
tei^tlDtnteltgen 3 
JÄ4 finb fi^nfif 
folfllii^ ^iff, p. 
tiormol ju ÄJ. 

Sie ^o*"»! 
SJcjug auf ben i 
(§. n, 4), ber . 
K^ G^ — LG^ ober K^ Ö^ -,a,G^ + A^ L\ ttei 
rei^tiDinlelig ift. <J>a»on tft K^G'' — ^,0= = ( 
^£, bon bei ^atbirenben be« SQJinletd ^ in C 
roitb. 

3ia* §. 4, 8 ift 2BL -{- CA = AB +BC, 
— CA. gerner ift (^IS— CA)(^ß+CA) =iBl> 
2AiD.BC, njeil ^/> normal ju £C ift. äuglei^ 
Bon ber ^afbirenben be8 fflinlel« A in P gefi^nitti 
BP:PC(%. 8, 6), folflli^ AB—CA:AB+CA = 
= 2A^P:BC, unb bui* aJIu(ti;)Iitation {AB—C 
AjL^ = .d,r>,^,/', SBirb AjK, wn JD in Q 
bie 5Dreiede^d,0P unb ^iDQ al^niit!^ b. ^. .d,ö 
= 2^,0. 4, ff,. 

5Do^er ift bie ^otenj beS IJnntteS ff, in ffl 
f^riebenen «reis = Off,» — .rfl,0» + 2.4,0.. 
ff,i)^ Sffitib bei geuetbü*'fi^e SErei« -4,ff,D bo 
in M gefc^nitten, fo finb bie 33reiede ff,flD unb 




itxbaii) a. a 
Quart. Jon 
unten Srtaonomttrit §. 4, 15. »erat, fiilder ®run. Sn^i 
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ein ^unct btö eingefi^iietienen ^ti\ed ift, 
Äreifeö (§, 11, 4); bte ßteic^f^enMigen 
nb ä^nttt^, alfo liegt R auf bei @eraben 
ireifl toitb Don bem einfjefi^riebenen Ätei« 

bei bem %ßinte( A eingef^Tie^n ift unb 
^ot Kl biefelbe ^otenj, roie in Stejus 
jef(^riebenen Steid, fotgltc^ u. f. Iv. 



K^clometrie. 

fomo^t bad äJei^attnig bei glSc^e jum 
iBer^Itnig bet ^si^ip^et« Jm" ©iometec 
!£)iefe beiben 3$er;^altni(fe finb einanber 
lalen Wfctit jwifi^en 3 unb 4, bet bUTi^ 

e = «□iftabien, 

e = n'JJiometer.') 

'i bie iftabien, k unb t, bie gloc^en, p 

Ki gleiten, fo ^at man infolge bet 'Heffa' 



.( = 2r : 2r, 

■^ = fc, : !■,■■' 

!>- = p, ; 2r, 

)te aSer^ältniffe ber gläd^e jum Ouabrat= 
n Gamete! btefelben SBert^e, toie bei ii' 
3iTb nun ba^ aSei^ältnig bei ^eiip^eiie 
net, mithin p = 2nr gefegt, fo ^of man 

J3a^er ift ouc^ fc : r^ ^ ™, 
;« ift länger al6 ber ^eiimeter beä regu= 
!ö, meil ein SÖogen länget ift al6 feine 
efer beö legntären eingefi^riebenen <Btäti' 
ea» Betragt » iüiameier, roigiii^ ift « > 3. !Oie glätte be8 Äreife« 



*) 5;« m blefeni ©a^e tiitfialtenf äotammenSang ber fflectification (SWeKuiifl 
tci Sänge) beS Steife« mit ber Oiiobiatuv beffelto ift lueifi öon atttimebeS ge- 
Scbttt »orben; öie ouabtatuT bes Ärtijee unb beröllirfe toat bneiiS früher gefun^ 
Ben. aJergt atc^imcbeB Ouübv. b. ^Jatafiel, in ber einUitung. 



94 fßitxta fänä). Planimetrie. 

ift fleiner afö ble ^laäft bee ttgutären uingefc^rfebi 
4 Quabratrabien beträgt; <ü\i> ift » < 4. 

Xiag n inatiotial tft, ifat man au8 bei attc 
tiefet äa^I ertannt. ajergL SlUg. arit^ra. §. 31, 4 
3a^l n mit ieber Deitaiigten @enauigtett begreiijen 
bieget ouf feinem iBJege gelungen, but(^ elententar°( 
tion (b. ^. buit$ eine enbtic^e Slnja^l oon @eiab 
'Ouobrat ju erhalten, baa einem gegeSenen ^eife o 
@trede, bie bemfetben an tiänge genau gleit^fäme. 
ein SÖemeifl fUr bie UnmBglif^itett einet foli^en 6i 
tannt. ^ergl. @u(et Introd. II, 540. luSfü^rltc 
aJetfu^e jur Ouabratur beB fiieifeä finbet man bt 
IV p. 59 ff. 

8. Um bie ^ai)l n annä^etungSiseife ju fin 
bü« aSet^ättnig ber Statte eine« bem Äreife ein= : 
Sßol^gonö öon ^inreii^cnb groget ©eitenia^l jum ä 
ba« Sßer^ältnig bee ^«'^unetetS eineä foit^en ^^plQ( 
!Dei Bellet, ben man begebt, inbem man bad ' 
^reifes betiac^tet , beiminbert fii^ bei loa^fenber § 
gonS. 35ie gläc^e ebet ber Umfang eine« beni Äti 
fc^riebenen ^ol^gong fann in Ouabtatrabien obei 
auegebtüdt meiben, nenn ba« ^ol^gon reguläi ift 
10 ©eiten ^at. Slu« bet glätte (obet bem Umfa 
eingefdjriebenen unb beö benifelben umgefi^tiebenen 
fen \idt ab«x bie glätten (ober bie Umfange) bei bi 
benen nnb ber umgeft^riebenen regulären 2n<S(fe, 4i 
rechnen, nie folgt. 

Die gtäd^en ber regulären ngcte, beS einem S 
nnb bes umgefi^riebenen, irerben buri^ « unb «, b 
töten 2n€cEe bur($ e, unb u, , bie gläi^en ber reg 
ej unb uj , u. f. W, bejeic^net. Dann ift «i baö 
itbifi^en e unb u, unb ui bad l^armonifi^e Mittel 
(aigebra §. 1, 9); e, baö geometriff^e Söiittel in)if( 
«j baö ^ürmonifi^e SDiittel jtoifi^en e^ unb «,, w. f. nj.*) 



*) SJet eipe uon bieftn ©aiäen iß in bitfer gönn juei^ »on ©nefliue (Cj- 
dom. prop. 9), b(T anbete ton 3ac. ©tegoti) (Tera ciicnli et hjperbolae qna- 
dratQia 1667, prop. 1 mi6 12) aufgefleUt »«Ben. ©regDtfl'a ®4nft ip auc? in 
Hngeuü opp. tuU p. 413 enthalten. S)ie analogen Süge fttr Die UmfSnge (S) 
^tte 6enit8 ar^imebeS in ber Sifctomettte gefetan^t. 



Jinlel BAG ber 2nte 
W^t\itAD=ÄG, 
ret^t, fo ift bie giäf^e 



2n' 




2n • 

ABC : .dÖC = Aß : AD (§. 10, 1) = 
7MDE, folgte e : e, = e, : », e, ^ = eu. 
DT^C = FE: DF (§. 10, 1) = FEA: DFA 
= ADE : ÄDC, folgli'i « — "i : u, — e, 



*(^^)• 



iing an bie glSt^ ob« bcn Umfang beB fiidfe« bient 
arteS untentommenc »noltid^ung eineB ttgutSrtn 
d, 4niS<I, . . Bon glei^CT gläC^e ober ooit gleii^m 
SEB. IV p. 77 unb 67. Segtnbre e\im. de göom. 



)tf(i^eit bet S^ä^e bee Greifes unb e« ober 
n. Snfonjeit nun e unb «, «i uub «„ e^ nnb 
n fie bie gläc^e beS ÄreifeS annäierunga* 
i^t JT, rcenn man unter e, e,, eg, . ., u, u,, 
;t einjelnen ^ol^gone jum Ouabrotrabiuö 

®t%n, e, «I, «5, . ., u, uj, «j, . . finbet 
leit, bie ber Steige na(^ butc^ /, /i, /j, .., 
Ben mügen.. 9Iac^ (2) ^at^nian nämttc^ 



(> - «-)^ 



Senn nun /. unb t>» fo mentg Derf^ieben ftn>, ba^ 

net^ad) bev SRci^nungögtenien cerf^ftinbct, fo tann man für /„+i ben 

aßeit^ • ^ - ^ - ^ - fegen (atgebra §. 1, 10), unb finbel ale ©renje, mit 

ber bie ©lieber ber 5Rei^e/«,-i, ««.ii/mis, »»..s, -. me^r unb me^r 
jufammenfaUen, 





Sittit« länä). ^lanin 


fjat 


/.ti - p. 


.„,-/„, = "--^ 


/.,.-.... -■^•"7'-" 


:(^ abbltion bet" Solennen 


/.-•>. = ^^-^ (1 - 


= ^^'^ (äUj. «ril^m 


fiel. 9c 
2, ba« 

— 4 fin 
/ 
/, 
/. 
/. 
/. 


l ben regulären 3iierc(l 
mgeff^riebene 4 Quabr 
et man 

0,5 o 
0,353 553 V, 
0,326 640 », 
0,320 364 ., 
0,318 821 V, 



txljaib bei obi{ 

i- „ I -^^ - ^' - 
^ — "4 i- 3 

w = 3,141 59. 

:rlunfl. S[t($imebe« ^at butc 

en 96ede bie ©tenjen 3^^ um 

iSege finb im ^rtert^um 3l))oü 

79) u«b Subotp^ Bon ßeute: 

bem Seftterii mitb n ^uftg bie 

ungaroett^f ?f| für ^ ^at SHeti 

Setgl. filügel rnot^. SB. I p. 6 



Jenn e 



S. %Iometrit. 97 



4 



DAC Der 2«te S^eil b« Äreifee, (inb 
re^t, unb G bie 3Ritte bed S9ß9tnd DC, 




2) > i, tteil DG : DC > J; ferner ^ 

HG : BO l, weil HQ : DG = ^ unb DC : BC > 1. JJoIflü* 

ift ÖDÖ : SDC > I , 

OÖC ; BDC > 1, b. *. «1 — «1 > *^^^- 

1 getner ift CF = FD < FE, fo(8ti(* 

DEF : BEC = {FE : CB)^ > J (§. 11, 1) 
BEG : BDC = BE : BD = C'E : CF ^ 2 " 

rootauä but* aHutttpficütion folgt 

DEF : BDC > J, b. ^. w — u, > ^^"v— ■ 

!B}ei[ «00 unb Uqc bon k nit^t Derfc^iebeit finb, fc .ei^ält man au^ 
bem elftem 



*) Eugene de circali magnitndine inveiits1654, prop. I — 4. (Opera raria 
1724 p. 357). a)ie[(t6tii SBegKiijunadi fmb arit^metlti^ au« b«t in (2) gegebeuen 
&laibumm uan 3ac. Sicgoii? abgeleitet tcorbeii. SSeigi. fiun}e $kimineRie 
Stet anfing. 

»Dtttr n. 3. »up. 7 



SitrM Sn4. Vtitaiinctitt 



«1 — «1 > i 

«< — «1 > K'j — "i) > A 
but^ Kbbition bet Sofonuen 

SJagegen fllebt bo8 ©tjftem 

" -",>!(',-« 

".-",> i(ea - < 

bun^ ^bbition bet Splonnen 

» - l > }(t - «), 
njorauö but(^ ülbbition Don fc — e 

« - . > t(l - .), t - < < 
folat. !tu« bet Seocetijung 

4(e, -.)<): -.<!(. 
uiib bie ßbigt Se^auptunj^ bun$ Sbbition ven 

^nmertung. !&ie JBegrenjung 

♦S;-^ < ^»-^ < »- 
giebt ju erlennen, bag baS (Segment CDQ mel 
beueii !D);ei«t« CDQ unb meniget aU | beS i 
CöJ" beträgt. 

S. Sejeid^net man buti$ r ben Stabiu« 
J^, ^i. Ki, . ., U, Ut, ü^, . ., K bie ^erim 
«, «j, ej, . ., «, ug, uj, . . t (4) einf^Iieien, [i 

ej =. i£r, u = \ür, k = 
®enn bo8 SBimd ADQC = QAD + AGC = 
folgti* fij = iE,r, u. f. to. anittelft biefet 
aud (2), bag f7, bae ^atmonifc^e 3ntttet jiDifi 
bae geometrifc^e aniltel jlvtfc^en t/i unb E ift, 
inetilf(^et SSebeutung, auf xat\ä)t bU bon ^fliti^ 
39esieu)uug bei: ^(( » fk^ giflnbet. <Sbeufß c 



g. 13. GtfclBmctrü. 

ugene (a. q. O. prop. 9) E 4- - 

! btr ¥«ip^erK beö Äreife« ober eine 
®i$ttft Cyclometricns 1621 tnitget^ 
cpiauä (iufanue (1450) bottommt 
. 80. Den JBenjei« für ©nelliu« 
, O. prop. 15 uiib 16) geliefert. 

ungen bet ^al)t n finb Bon |)uaeit8 
} t^eile in bet angeführten ©c^iift, 
^tationeg geometricae 1668 angejeigi 
tu 3}}et^oben ift folgenbe bon ijegenb 

H^te but^ i^re ^ErügiDeite bemertenan 
/„ /],. . unb V, «1, »,, . . babut(^ 

ber einer beftimmten ©renje, tveil y 
jlfo/, — t>, < i(/~ 1,), u. f. » 
et ©retije fefte man / = v(l ~\- *; 
Bd*), iDorin Ä, B nä^er ju beftimmenl 
mon ferner /, = »i (1 + *,), fo 
+ BSi'), loeil biefelte bur^ ben bt 
eben [o »ol^f an« /, nnb r,, a(8 a 
aber (atllg. arit^m, §. 32, 2) 

i + «) - "(1 + i* - T^**) 

)tcnjen bon S a(9 unbeträ(^t(i<$ Hein 

M 

J?!=, + j, _!,.„, + , 
K - i«', «■' = -iW'- 

+ i I * - A I «' 
+ hI + A^ 

+ Ab| 



fo §. 4, 1), bafe 

IIB = _ Vff + TV-i - 4-*, 
iln bie gefugte ©renje «(l+J^- 

iel. «u« ben aBüct^en (3) 

/s = 0,320 364 «s = 0, 
für bie ©renje 

0,317286 
+ 0,001 026 
— 0,0000025 
0,318 3095. 
[fung. 33ie ana[9ti|'{^e SdPctH} 
31 unb 32) lourbe Doibereitet bui 
606), Sätlie unb iSrouttde 
9telvton unb Seibnij (Slltsel 

)ad ^et^ältnig Don Sogen tiati i 
ibinfel gleii^. Eod. VI, 33. 

idttoile. Xlet a^ind 

I^eit oon B-4Z> «ntroebet n 

unb roenlgfc a(8 (« + l)in 

B : m, ober 

» :m < SAG : B. 
m, lBeI(^e ben SSJiiifri SXD in m 
:n ©ogen -Bö in m gleite S^eili 
ic^e Sdt^txi bee ^Teifee ge^üren 
C ben mten %^tM »on B.<äZ> naa 
BC ben mten X^eit beö Soßenö 

SC : SD == n ; w = S.d 

B : m < BilC : BAD < r 

n : m < BC ; BD < n - 

enj ber Sßer^ältniffe (BC : BD) - 
oer(i^ieben fein, »eil fie Heiner 

aiergt. §. 10, 1. 
Benn man unter bem Sßinlet fein 



\ 



SftlonKtrte. jqj 

letttriiDiufel, befftn Sogen fu tang ift 

Hu« X ©inier, 
:flbiM8 X sasintcr. 
_ Sogen 

be« ©ogene jum Mm I^etle be« 
t ßentriroinM« jum wten 3:i^ei(e oon 
I $albheife« ift bem 9lflbiu8 gieii^ (1). 
!er = ISO» : ti ift b. i). 
t7',75 = 206265" 
i). %ai bem iBogen uitb bte gläcl^e 




IjC in C,, ber jroette »on ber ( 
Dttb, fo finb bie ©oflen BC, BC,, 
im ber ffiintel BA^C^ = ß^,C ift 

f. »., fotgli^ 

(C, = A^B.BA^C^ =... 
ibiect« ift bem ©erl^ättniß feinet ntv 
)ftanb Dom Siuge um fo me^r gteic^, 

je roeniger bie §i}^e beS DbiectS »on 
>effen etntrfrofnlel bie fcfeeinbate §S^e 
AB = 

0,0147 -* 

0,0147.3438' = 50',5. 
g iDirb älgebra §. 8, 3 geieifl*- 

nan con einem i^ier ^uncte aus 93o= 
ie Ülangenten bei iSuiDe in ben X^cil' 
ben Sinlel jeber Sangente mit bei 
luiydiuirii. wKuu nun D»K]t «uiiiiel einanber gleich finb, wie Kein aud) 
bie gleid^en Sogen genommen loeiben mBgen, fo änbert fi[$ bie 9ti<^ 
tung bei Suroe bon bem gewählten Stnfange an gleii^fiJrmig, bie Suibe 
ift bafelbft gtei^fStmig getiliinmt unb ^at eine unberänberli^e 



lurratora, courbure). SBentl ofeir 
:t ^d) bie 9üc()tung ber Suree ungl 
fStmig getrümmt unb ^at eecJi 
S ift g(eii4f5imig oeträmmt, 
ben Sitbett tiate iBogenS btm (Senti 
I gleic^n ^ogen gteft^e SentittDintel 
t Rrümmuna eine« ÄceiJeS b. 
inie ift ber Sffiinlet ju oerfte^n, wett 
leSißcflen» bitben, beffen Jänge einei 
[i$ ^at tnai^ 

Ärämmung bee Äreife« ^ s- 

infel bem SentriroinM be« Sogen« ( 

). 35iefe Oleit^ung fe^rt, baft 6e 
itieUen ^at, bie 9Jii$tung um ben rU 
enn beriBogen um eineSin^eit fi^ 
iefei: ^ei« ben rten I^eit fo ftorf 
9tabiu8 eine ©in^eit ift; bog bie St 
■>, roenn ber SWabiuS »erff^rcinbet un 
iufamraenfäßt; ttafi bie Srümmung ' 
iRobiwS unenblid^ Juirb nnb ber fl 
ammenfällt. 

Dung, SJie Summe bet Srümmiin; 
m eine« 3)teie(f8 {e eine außen, bie 
)er Stiimmung beS eingef^riebenen '. 
S SDreied« BC, CA, AB bei SKei^e 
nn D, F, G, H bie gentten ber bei 
ebeuten, unter benen ber erfle bou bi 
weite bie ©eite BC oußen terü^rt, i 
efer Greife ber »teil&e na^ d, f, g, 
e beö JJreiedS A Ouabratein^eiten 
(jungen ABC = + BCD + CAD 
BF = .., 2A = (ffl + 6 + c)< 



d 

1 


2A 


/ 
1 


2A 


9 

1 


2A 

» + 5 - « 






Ettümitite Sinie ^at im Sll^emeliien in 
mmung, in oetjd&iebenen Kumten »er< 
Stümmung bei l£urve in einem if)Xtt 
)en SQinlel bti Zanoenten bes gegebe' 
m^e betteMg geivSl^lten ^unttS, ober 
rmolen biefer ?uncte (§. 3, 6). SDer 
inlet« bur^ ben jiBifc^en ben ©etü^= 
rüdt bie gefut^te Ärümmung infotoeil 
lei^fßnnfa gelrflmmt gelten barf (9). 
ibur(j^ erfüllt, baß ber Sogen tierfc^toln" 
nung bie in jebera gegebenen gaüe ju 
r Quotient errettet, inbem ber SBogen 

ict ber Surbe, B ein beliebiger ^unct 

|t; wenn bie Slormalen ber Suroe in 

e erftere tion ber te^tern in C gefi^nit* 

, beffen Sentrum C unb beffen Moblu« 

f^neibet, fo ift ber SKinTel ACB im 

df ben fRabtuS 

Quotient ,bon 

i Ol« bü« ^ro- 

i ÄD:AB mit ' 

Seit aber bie 

AC ftnb, fo betßl^ten fie einanbet unb 

[e fleiner ber iQogen AB ujtb babuic^ 

»e^Slt C eine enblic^e Entfernung bon 

le Srümmnng ^at. SWit^in ift bie 

r Shflmmung eined beftimmten SieifeS 

g(et(^, metti^er unter ben bie Snrbe in A berü^renben jhreifen am meiften 

mit ber (Suroe jufflnunenfäUt, fo bo6 jirifi^en i^m unb ber Surce 

ein ffret« nid^t gejogen »erben !ann. I)iefer Ätei« ^ift bet Ärüm' 

mungSitei« (C«cu(attonfllrei8) für ben gegebenen ?und bet ßurtfe, 

fein Sentrum ba« jttümmungScentrum, fein iRabiuS ber ftrüm= 

oiungeiabiue. Seil ein bie Suibe in A benl^renbei Sreie, ber 



. et alg^br. p. 224. SetgL ®ttwom. 



Siertrt fßiii). ^lanimttrie. 

t, in ben Jbr&ratnungelFret« u&erge^t, w 
fagt man, bag ber ^ummungSlieiS ti 
^uncte gemein ^at, beren Sßerein ber J 
[eine SÖetö^rung (bie jugletc^ Dutt^fi^n 
ife, ttetc^e bie Surue in bemfefben Sßi 
bie gerabe iSanfiente Spunetige SStvSffx 
bOB btr Srttmmung ber Summ nnirbt an 
abwidelunfi b(i Sumen (Horol. oscill. 1673. 
I auSfte&ilbet Bei 31enton in mt^xtm ®ttne 
: Hetbodoe flniionimi, probl. 5 iinb 6 (junll 
ifetfetn ©egeitponb Eeibnij btlent^tet (Acta 
DScMlotion 6«tü6tt, unb 3üc. SetnouUi A 

. m m p. 398. 



^robucte unb Quotrote »o 

ie ©ttede AB einet gegebenen ®eraber 
iin bie 3"^! a; um y fteigt ober fäK 

bet ©trede AB auf ber gegetetten ^ 
g bon A nac^ .S ober rüdmätts in 
iffienn in bem itoeiten gatle bie ©iffen 
;atiti roitb, fc faßt ber ffinbijunct B mil 
r übet ben(ett)en l^innuS auf bie anberi 
Jlcei ®treden AB unb AC einer 
:^e Bon gleid&eu ober eon entgej 
lac^bem bie 9?ii$Uiig Bon A nac( 
A naö) B übereinftimmt ober ni 
(reden AB unb BA finb entgegengefe^t 
BA = — AB, AB -i- BA = 
c ^uncte A, B, C auf einer ©erabeu lie 
\- CA = Q, AB -\- BC =- AC, BC = 
ber Slufeinanberfolge ber brei ^uncte ift eine biefer ©treden 
■ ber beiben anbern entgegengefefet. 
eilten ir^enb einer ©trede MN ift etft bonn beftinimt, »enn 

berfeiben ©eraben ate )>ofiHB gegeben ift, beten iRic^tung 
Be iRi^tung ber ®eraben l&eißt. SSei t>arolIe(en ®t' 



a6(4uitt Ip ei3entK<5 trigononietrifc6; bie in ©ettMfct gejogenen mf 
onen jtnb fot^e, bie webtr SBinfeT nwi SBintetfunctionen enthalten. 
.B( ©ttwfen finb feit bem anfang beS t7ten 3a^T6nnbette, namentfi* 
b, ©eBcaxteä u. a. in ®ebrau* gelommen. ®it fotgerit^tige Un- 
it ©trttftn AB nnb BA ift aber eift Bon 3BH6iu8 1827 (»orv«^ 
1 ben geomettif^en Saicul eingefü^ waiben. 



unb OuQbrale Bon Streden. 105 

l^re pofitioen Sttc^tungen fl&ereinftimmen : 
1 CD ^oben bann gteit^e ober entgegen^ 
SRic^tung Bon A na* B mit *« 9iii$' 
mt ober nidjt. 3n bem ißaraUelogramm 
\ = BC + DA = 0. 
de ^B, unb ein teliebiger ^unct ber 
et bet ©treden 

- OB) = CO^ — CB^ = GO^ — \AB\ 

m bie ©ttede AS aufen ober innen 



Seid^en ift 

•■ + ICO'i = HB' + SCO». 

wc.co = a^ß.co, 

1 nS^et an B ober on A liegt. 



SWormate ju ^B ift bie iDifferenj bet 
i unb B »on betfelben 

„_ — ,„ ..jrmole in geft^nitten, 

fo ift für iebM ?unrt P ber IRounale no* §. 10, 5 

OP^ = AI^ — AO"^ = BP^ — B0\ 

folgli^ AP-i — BPi = AO^ — BO^ = iAB.CO, Ä~~^ 
mna C bie 9Ritte Bon AB (1). 

Uoigrfe^rt fc^lieftt man, bafi bie ^wnrte, fürwett^e ;■•' 

bie ©ifferenj ber Ouabrate i^rer aibftänbe oon 2 fle* 
Sebenen ^uni^en oon gegebener @ti}ge tft, auf einer beftimmten @era> 
ben Hegen, welche bie ©ttede ber gegebenen ^uncte te^tmintetig fc^nei« 
bet.') 9Senn AP'' — B/*' = AQ^ — BQ'^ ift, fo tft PQ normal 
ju AB. ®efeöt, bie Slcrmalen ju AB but$ P unb Q fc&nitten AB 
in tttib 0', (o Märe AP^ _ bP^ = 1AB.C0, AQ? — BQ.^ 
= liAB.CO', folglich bie eine SJifferenj eon ber anbent cerfd^ieben. 

SäJenn P ein beliebiger ^unct ber (Sbene beß ©reied« ABC ift, 
unb wenn bie ©eiten AB, BC, CA Don ben Siormaten au« P in fl, 
F, O gef^nitlen merben, fo ^at man 




106 Wtxta Suc^. VlanbtMtiie. 

C ÄB^ — Bm = AP- 

BF* — CF^ ^ BF 
CO'' — AO^ — CP' 

^ff» — 5fli + BF^ — CJ'*4- 1 
©iitb Cy, A^, B, bie aJIitten i 
fo i[t CD AB^ — BB^ = U 
mithin 

AB.C,H -\- BC.AiP+ i 
wobei bie ^tobude pofitib ober negatlD finb, ie vaä)' 
BC unb A,F, CA unb B, G etneriei ober entgeg 

Umgelei^tt fc^tießt mon au8 bet ©teic^ung ^Iff' 

— Cf^+ CG^ — AG^ = ober ^5.C,ff-|-SC 
= 0, bo§ bie ©eraben, welche BC in F, CA in (?, 
{[i^neiben, but($ einen $unct ge^n. 

3. SESntn eine buic^ ben gegebenen ^und ^ 

mit einem gcflebenen $tct\i bie ?ßuncte P unb Q gen 

B AP.AQ. = A^ 

lotnn C bie ÜSÜtte von 

y' ^t7* — PC* = 

J pv^ C .^^'^ wenn fi bo8 (Sentrun 

a^a^et ^at bo« ^robu^ 

— /"ß* für iebe buri^ A ge^enbe unb ben ftreis in 
benbe ©etabe benfelben SSert^ unb jtvar pofiti» obe 
bem bie ©treilen AP unb AQ, einerlei ober entgej 
^aSen, b. ^. je nat^bem ber gegebene '3pund A oom 
fen ober etngefcbioffen ift. "Diefe« butc^ ben^und 
ftimmte $robud ^eigt bie ^oteng beS $unctt 
ben Ärei« (§. II, 4), roel*e entioeber poptio unb 
au« bem ^unde an ben Ätete fii^ erftteJenben 3 
ober negatf» unb gleii^ bem Ouabtot ber Ratten @i 
ben burc^ ben $und ge^eubcn ©e^nen am Ileinften 

Slnnjenbung. Kenn man in bem glcii^fti^ettte 
einen ^unct ber ä0afi8 PQ. burdj A bejei^net, fo ^o 

AB'' = PB^ + AP. Ad, 
lücrin baö ^robnct einen negatioen Serl^ ^at, ujen 
ge((^Io(fen ift. 



b Otiabralt ddie ^tieden. 
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}a9 Quabtat ber 
Summe ber Qua* 
mtHt unb ®e(^d> 

berafeften ftteife 
)). e« fei AE = 
e(ei($ bem go[b> 
^C^ = AB.CB 
, BE bie ©elten 
:m Wabluö AB gejogen ifi, eingefctreie* 
I«, gfinfede, unb man ^at 

AE* = ßO* + AE\ 




[i« eine« bem Vxnti eingefe^ebenen 
Dreietf umgefi^riebenen ÄreiS ift bo« 

;r Äteife.') 




©infel NAO rcd^t, unb^O wirb bon 
unb H gef((>nitten , ben Sentren ber 
Ki.ci|i:, VK VW «üiiuciii L-oa unb ACE eiiigefi^itiebeii (inb nnb bie 
©eiten CA unb AB oufen berühren. 



') Sultt Noy. Contm. Petrop. 11 p. lU. Ue6« H« Wetatioitjtolfi^en bnn 
aBftonb ber Senhen unb ben Slabien »on Ätrifen, bmn tiner eintm ipot^gon um= 
gefcbriefioi i|l, roäbrenb bet Oiibere bemlttteit ^oftgon einget^ricteit ig, »«gl. Sft. 
Suß 1798 Not. Act. Petrop. 10 p. 103, 13 p. 166, ©teincT (£«ICt3.2 p. 289, 
Satobi SuBe 3. 3 p. 376. 



einte« eii4 Vlonlin 

ben steifen Siinteln BON, 
iede OBÄ, ^ffO, ALF finb 
ON:BN -^ AD:KD = 
>.D^■=^ KD.Otf, AF.N 
DN = ÄM^ — MD^ (3) l 
um M, D, F, G, E tefi^ii 
iDeiben, 

MD^ ~ r^ -= — ! 
MF^ — r» = : 
jtfö* — r" = 
MS^ — r» = : 
itlB iß, fo lann 2(2 ni^t gr5 

3)ie gäjlntel OCff, G-Bfi fii 
m ffittife, ffir »eilten O unb 
* Don MN in Äj normal 
Iheife« SCGH, unb bte 2)] 
fiCbie ©tiecfen !>/>,, FF^ 
! Smilte Bon (?,ffi unb Z>,/ 
j + A = 20^ 
/— d = 2^,/ 
t finbet man 

/ + ir + A- d = 

fiii alle benifetben ^leife eingi 
ibet man 

-/+? + Ä + d = 

/-<? -h A + d = 

/ + j? — A + d = 

>ie SWÜten »on CA, AB bebei 

tt — AyM axi bie ©teile k 

Äf^i + A/Bi + JlfC, = 

- MA^ + jtfßi 4- MOt = 

MAi — AfS, -|- MCi = 

MA^ -f MB^ — MCi = 



4 baS gtrobl. ICrtitd 5 unb 50. 
^m. de poB. 137. 



b Eiiiaiitfttt DSU ©hrtdeit. 109 

lon 0? + A) C/ - <*) = BCfl. 

, C, D ouf einem ffireife fiegen, utib 
V, bie ©eroben BC, DA außen in P, 
fi^ f^neiben, fo f^neiben ^it bie 

einem %mü S ber ®eraben PN, 
. R . . NO, 
= r » = op. 

jmet bet ^uwrt« ^^ ^, O, in iBeing 
i^teS 9lbftanbe@ gleich, ') b. ^. loenn 
}abiu$ burc^ r gejeic^net, fo iat man 
! — 21-^ = Pivs 
i — 2ri = JVO^ 
i _ 2r' = 0P\ 
[e, üf bec :0uii$f(4nitl ber ^iffta bt» 




S auf ber ©eraben PN (lefl 

©urc^ 3 fle^n bie fflreife DAN, ABP. ©ergt §. 4, 7 Slnm. ginn ift (3) 
^P^ — r» =t PB.PC = PN. PS, 
Mm — r^ = CN.DN= PN. SN, 

bfl^er buri^ »bbitien unb ©uBtrocHen 

j»/P^ -f- ^JV^ — 2r» = pm, 

MP^ — Mm = {PS + ÄiV)(ps ^ SN) =! P3^ — sm. 

auf bemferben SBefle finbet man 



*) ©teronct propos, eeom. L 3 
p. 178 b. Ueb«r 



ita4 ber angäbe uon <£$a8U« Ap. bist. 



110 »wttrt mä). ^tonirnttrit. 

■ ÄJV* + AfO^ — 2r^ = NC 
MOi + Afp2 _ 2r* = 0/ 
mitl^iti bim^ Suttiaction 

. MN'^ — MP^ = NO"^ — 
3ia^ (2) etfennt man aus biefeit @(ei($uiigen, 
auc^ OJ/ normal ju PiV finb, u. f. tti. 

^nmeilung. Senn man bem ^veife beliel 
ft^ieibt, Don benen \i ein $aar gegen übevtUgenb 
gegebenen $unct A gei^a, fo fii^neiben ftc^ bie anb< 
Seiten auf einer fieftimmten ©aaben OP.') S>o 
bm unoeränberli*en SSBert^ -WiV^ — 2r^, alfo lii 
P auf einer ©erabeu, bie MN normal in T f(^( 
unb 3' t^eiten ben burt$ N ge^enben kantetet ^ 
— MT'i = PN^ — MP\ (MN — jtfr)i — JH 
AfA^. jl/r = r^, J/Ä" + r : MN — r = r + 
8, 6). gäUt -iß mit CD jufftmnten, fo »erben 1 
ttn bee Greife« in C unb D, beren iDun^fc^nitt i 
raben OP liegt, gotit C mit D jufammen, fo ffl 
ge^enbe jCanQente beä Sreifee, bereu Serii^ng 
©eroben OP Uegt. 

5Die ®etobe OP l^eifet bie polare be« ^u 
ouf ben Äret«, ber ^unrt JV ber ^oC bct ®) 
PN bie polare Bon 0, ber ^ol Bon iW, JVC 
P ber ^ot Bon NO. 

e. 3eber $unct, ber in SJegug ouf imei j 
^otenjen ^at , tiegt auf einer 
)oe((^ ben ^ftaub ber Ser 
O fo t^ettt , ba6 ÄO^ — .dl 
Ouabrate ber 9tabien gleich 
meinft^aftfi^en ^nncte ber S 
bie ^uncte £ unb B^ ^abei 
ftreife (A) unb (A^), beren 3i 
gteid^e ^otenien, fo ijAt man 



*) S)iefe ©erobe (omtnt na* i^tat metrif^en ÖigMif 
ber ebenenOerter uon apoItoniuS cot (@inifon'e SBearf 
wt p^ 325). »ie flx(U)^tf[:^en Stjie^unam be8 ©reietf« A 
bat %iiait(^]>n (liguea da 2. ordre 20) angegeben. Uebt 
©Ureoin. §. 1, 9. %x\aon. §. 7 am Unbe. 

") ©oultier 1812 (J. de l'6c. polyt. Cah. 16 p. i; 




%uitc8 Vaä). $Iauttnetne. 

, toell EF unb E^F^ paxdüti finb 
bemfflteifeEi/'iFj liegt alfo 2E 
if bem Sreife EFF^, unb man ijai 
tan alfo burc^ einen Ste^nt^teitö): 
jie^t, bie bie Äwi(e in E onb E„ 
b bie gtguten EFO.. unb Eji^: 
pnb, (o fc^ineiben \iä} bie entfpred 
ber ^eiaben, bereu ^uncte in 9e, 
en.') 

giebt im lUgemetnen nut einen % 
cetfe gleiche '^otenjen ^at. !Cnrc| 
beren $unrte in Sejug auf iebc 
jUic^e ^otenjen ^aben-, burc^ bi 
leu flemeinfi^oftlit^en ©e^nen obet 
¥unct bon ben fireiien auögef^ 
^etfed, bei bie gegebenen Aieifi 
ift im aUgemeinen (oergt. 8) ni 
^ceife auf einer @eraben lieQen. 
3n ^egug auf bie 
bie Seiten eine« 5 
3)urc^{(^nttt«))unct b 
gleiche ^otenjen. € 
^ü^n bee S)ieted« 
fci^neiben, fo liegt i 
F auf bem ftreife E 
CAF, unb e« ift (3J 
AS. SD = BS.SE = CS 
tinf(^aftti(^e Sett^ ber ^oteni be 
nten Steife ift ba« ^robuct bev 'S 
: bem ©reierf DEF umgefc^itiebe« 
>r€tecf8 berührt unb baö gentium 
? unb 2DAC finb gteit^, weil C, A, F, D auf einem 
Senn aber M baö Sentrum be6 Sreife« ABC unb C, 
i AB ift, fo ifi lACB ober %ACD bem eentriwinlel 
unb baä tec^tminfelige üDteied, loett^eä ber älbftanb beS 
m FD mit FC unb FD bitbet, ift ben ©reieden ACD 



Ouftbrate boh ©tredtn, 113 

in ben iRabtud beS Srcifed, vsAüftt 
DEF einneff^tieben ift, buic^ u, fo 
Sfiun ift ü/^ bem I)iameta be« 
bejeic^net tDiib, unb MCf ift ^at& 
ir ^ot man'CH.BF = iuv.*) 

me^reveu Reifen auf einet @erabcn 
i^er @ntfeinuns giebt, bei in S^ejus 
t, fo gtebt ed unenblic^ viel $nncte 
i\t ^uncte liegen auf einer beftimm^ 
u £er ©eraben, auf ber bte (Sentren 
d^en ^uncte bet ^eife entölt. @lnb 
■2, . . bie aiabicn ber Äreife bon fol> 
n beftimmten $untt ber @erabeu 

Jejug auf bie fireife ^itidft ^otcuicn 
fo ^at man (2) 
— 4,0» = r^— r,ä 
Bi — r,2, U. f. ». 

I Sreife gleiche ^ctenjen. 
n S9e}ug auf toe\ä}t e$ $uncte bon 
, bflß fie einen ©üfc^el (faisceau) 
icten, bie real (getrennt ober üereint) 
; Steife ftc^ f^ineiben ober berühren 



Hb P in ©ejug auf bie Äwife (4), 
fo liegen bie ßentren A, A^, A^ auf 
l), (A,), (A^) tilben einen »uferet. 



-PA^^ = 0^2_P4^j 



•) S(uer6a^ bas a«abl. SJtdtd 35. Sat. p, 60 bevfdben ©*iitt. 
•*) »ie ©i&iai: »on ©«oben, bie bwr* efiien (enblii^ ober unenbtit^ fernen) 
$unct ge^n, ift i^on $aecal (essaia ponr les coniones, ed. Lahure II p. 354) 
ordre oa ordonnance de li^ea genannt rootben. mt Setra^tung ber ÜBftl^eE 
bon @eiaben unb Suruen ift uon @tein<r in bie Geometrie eingeführt uorbtn 
(Söfttm Öntw. p. 1. ffitette 3. 47 p. I). aJon imaginären ^uncttn fipri(tt man in 
golgt ber compUfen Seit^e i^rcr SooTbinaten bei onalftif^r St^anblung ber @eO' 
mttrit, nm auSna^^men ju Dtnneibui. 

VBlfn II, 3. nufl. S 



ctennen geben, bag AAi unb AA^ i 
Ä2 auf einer @eiaben liegen. 't)a\ 
äftiin ber ©eroben Ad, unb OP 



r^~ri'^ = ^A<i — Ä,Q.)iAQ 

saraue nac^ SlßuItt))tication ber etft< 
bte @(eit$ung 

iAAi~AA^)r^ — AA^.r^^ + 
AA^ (AQ + ^1 Q — ^a + QAi) 
man — AA^ buni^ A^A etjeftt (IJ 
-■^ + .dj^.f-, * + Ad, .rj^ + A4 
^rt ({^tiegt man: iGSenn bie $un 
gen unb bie 9?Qbien r, r^, r^ b 
fgeftellten @let(^ung genügen, fo bi] 
Öüf^el. Onöbefcnbere bitben contc 
unenblic^ ferne $unct ^at in 9ej 
)te Drt^oflonoflreife finb gerabe. 

Benn 3 feeife, beten Eentten ouf ei 
n greife rei^tivinlefig gef^nitten nx 
Denn bad Zentrum beS vierten Jl 
gleiche Ißctenjen. 




55 -f EB^ = AO'' ■+- 0B\ EBi ■ 



iwbtott ODn ©trtden. ] 15 

üuget^aft beö ÄreifeS C^), fo 
son bera Steife (B) elngefc^loffen. 
I bee einen iSüfc^etd audgefiiloffen, 
■loffen, meil mdf bei SJotauöfefeung 
. |. n>. iDa^er ift bie ©erabe 
. . QUSgefc^loffen, toä^reitb bie ®e« 
, (Si),.. gef^nitten ttitb. 3>ie 
Setaben OA unb beä Sreife« (B) 
(Bj), . ., roeil jebev ^und bei ®e= 
gleiche ^otenjen ^at, beten SSert^ 



cn iebeemal 3 uniet 4 gegebenen 




bet Dtelecte ABC, 4B|C, butd& 

^ei(^net, [o i^HA.HDtit'^otiai 
but($ /4 unb ö ge^enben ^ei«, 

ag auf bie Äreife ABD unb A4, D. 

I unb BB,i:, enbtit^ in öejug auf 
^at 5 gteii^e Sßotenäen in ®ciug 
«ui ^,^- ,iiv.,v ^i^x^, ^v-^, ^^ V,;, alfo ouc^ in öejug auf btc Steife 
44,D, ßBi£, CCiF. ebenfo etlennt man, bafe ^i gteii^e ^olenjen 
^at in 33ejug auf bie fttetfe AA,Di, ßB,E,, CCiP,, metc&e rcn ben 
ftteifen AAiD, BB^E, (70, J" nid^t oerfd^iebcn finb, u. f. id. SBeit je- 
bet untet ben "^ßuncten IT, ff,, Hj, ZTg gleite ^ctenien in ffiejug auf 
bie Streife (AA^), {BB^), (CC,) ^ot, fo ttegen bie ^unrte ouf einet ®e> 
Taben (6) unb bie Steife bilben einen SÖüft^et (8). 



') SiCT «fit E^( be8 ©fl^eß, m* met^em H, Hi , . . auf ein« ©etabm 
iegen, ift Bon ©teiiter (Svette 3. 2 p. 97) gegefiea woiben; b« anbete S^il, 
M« iMldjem bie Äicife {AA,), . . eilten ©üfi^et bilben, rüStt öon Sobenrailter 
jer nacb einer SKitt^nfung ®ubennann'e (ona^t. ©p^iirit p. 138). SJergl. §. 8, 5 
tnb inaon. §. 7, 11. iSninert 9tc^i» 46 p. 328. 47 p. 1. 



ib OuabTHte von ©tieden. 




it^in p pofititt tft, fo »er 
beffen ßenttum N unb bef| 
6)- 

ber entfpiei^enbe $unct X, 
■S AA^X gefunben. ®te 
Deffen iRabiuS y> ift, entf 
jefi^loffenen Runden entfpi 
t. 3ebem unenblid^ feinen 

'5,4,, NAG unb JVC,4„ 
nb ä^nti^ unb entgegengeji 



WS, ~ NA. SB' 




. '"' ÜC 




''M.JfC'^'''' - 


= Pä 


AB AO 


B( 


U.NB ■ NA. NO' 


NA. 


D, AC , ^D 
D^^ BC ' BD' 




S = 1,*) u. f. ^. 





I bie <^Ieii$nngen bet SQinIt 
, CDN= — Ö,C,Ä- 
, JVD4 = — A^.4,Z>,, 

in'e aiiitt^Iung, nt*. ^^Sril 



fßkttt» Cutt- ¥lanim(trit. 

ABC 4- CDA == — (S,-liD| + 
C + 5Ci) + CDA -f D^5 = ( 
: — (BCD + DAB) , unb man etl 
tiit — SAD u. f. n>. 
BCD — BAD = — {B^CtD^ — 
fonbere C mit N jufommenfällt, fo : 
■fi^iüinbet, unb man ^at 

BiVD — BAD = B^A^L 

tetet bic Sßerroanbtft^oft bn noc^ t 
lenben giguren ABCD . . wnb A^ B^ C 

JTieife entfpni^t im Kdgemetnen eii 
\t liegen fietfpectibifi!^, fo bag i^^ ein 
Benn A, B, C, D auf einem ftreife 
7B, . . benfelben in ^j, ß,, . . f 
B NA.i:fA^ =-'NB.m 

r\^ NA.NA^ = NB.S. 
\ Ay, ABj 

A'^j "^ NB^ 
Jj, §ietüu« folgt, bog b 
unb NA^B.^(^.. a^t 
neS finb. tßun Ifl 
fofgli^ ift au^ A,B, 
iV ein Ste^nli^Itltepu 
Äreife, bei bur* N ge^t, entfi)ri(^t 
:i: ffiteia), bie mit ber buri$ N ge^er 
feS paiailel ift, unb 
©egenpunct Don N, f 
ret^t, unb jufotge ber 
imb JVS,^, auc^ bei 
u. f- ».-) 

Xtaf einem SSrei 
Oerabe) entfpric^t, et*».. 



Säße (ommeii jueifi im ttflen «ucft bn rtenen Oerttr toon 9^)0110 • 
iergl. ©imfonS Bwitbeitung Ü6erf, oon Samercir p. 47. 3)le o&ige 
; pon giguten, in btr am^ eine (p^tifc^e gtgur p itjirnn fttteogra- 
> fie^t, i^ aus aUgemeinfit @erii^t^1)unctcD eon ^Dtagniis (Kufgaien 
290, «KÜe'» 3. 8 p. &2) bttrat^ttt, wn S^onifon onatwanbt unb 




tinb Ouatxate »on Streben. 119 

iijen. ®enn A <m\ bem Äreife BCD 
- BAU) = C§. 4, 3); bann oBet ift 
J), b. ^.^, liegt auf bem ^eife B,CiU,. 

tieat, fo ^flt mon2(S^D— ßJD) = 0; 

^. ^1 liegt auf ber Oetaben ß|D,. 
iigar unb bie entfpte^enben Sinien ber 
lefe^t gleiche StBinfet.'} ffienn auf bet 
t U pfammenfällt, fo ge^t ber äBiuM 
(^en bie Stiftung ber Sutoe in D mit 
1. äBeuu jugleit^ auf ber (Suroe BAD 
fäUt, fo ge^t bie SBintelbif- 
aöintel ADC ber in D fi* 
mfo ge^t bie entfpre(^enbe 

Dj in beuffiiuW^,öiC| 

ff^netbenben SutDcn übet, 

SJintetbiffereni gleich nttb ' 
n Saite, bafe bie in D fit^ 
Ujettenmale in B fic^ f<$nei: 
itet mit bem SBinfet ber entfprec&enben 
., nactibem man fttt bie Suroen greife 

en iu D unb ß, berühren. 
;rflb(inige 1)reied ADG bem entfpret^en= 
Denn AD unb GD betfi^toinben (Xangen» 
erben), ©abei uerft^roinbeu nämtic^^C, 

NA, NC, ND einaiiber gleich werben, 

\A^— AD -. DC : CA*") 

B, C, D auf einem fireife liegen, fo ift 
CDB + AD.BO = 0, 
ber ^robucle tu Uetereinftimmung mit 

OKU ^tiujeii eei «jieieuK ^CD , ADB , ABC (§. 9, 7) geuommcu 

Werben.***) 

Bon giouuille trlMett (eioOTiUe 3. 12 p. 265), enbti* Bon aKHBiufl.flreiB- 
oetwanbtfc&afl geiiaimt unb utniaffenb öel^anbelt lootben (I^eotie bet SrciSöet* 
winbtf*üft 1855). »Dit 3KBbiu8 x^xtn bie Delationen ber ®tie*n unb SSintel' 
nfferettjen in, in benen ber !|3unct JV nitfet oortommt. 

•) SJiefe lSia«i|i$aft ift na btn fbbärifc^en giguten unb ibren B'^i^Sill'S.'''*^'' 
Äfibilbera Don ^oote unb iDloiwte bemetlt TODvbtn ($alU? in Philos. Trans. 
19 No. 219). 

") ««6 Acta Petrop. 1782, n p. 172. 
•") »ieier ©afe ^tiet bet ^tolemäif^e 8{^tfa(ä. »«t f«" ©e^tau* jur »e- 




CD 



DB 



ffliertrf Siii^. $1 

fflewele, 
' ^Eongente beß 

.dB, AC, AD 
fc^neibet , fo l 

fetn ^CB, AD 
t^tABC,ABl 
ü^nüHf, unb n 
AB. AB, 
mtt^in (13) 
SC 



^C.^D ■ AD. AB * ^B.^C 
9iun ift C,ö, + D,B, + ß,C, = 
auf einer ©eraben liegen (1); folglii^ 
CD DB 

AG. AD "*" AD. AB '^ 
»Denn bte ^tii>ia ber ©liebet ber iRei^e 
den C,Di, Z),B,, 5,0,, alfo au^ mit 
i4i>B, .äSC in Uebereinftimmunfl gebra 
mit v4B..<lC.^D finbet man 

AB.ÜD -1^ AC.DB -j- 
Seil ieber ber gegebenen Ißuncte Dem '. 
gefc&loffen ift, (o mttffen oon ben 3 ^a 
AB unb CD, AG unb I>B, .i/> unb 
fc^neiben, mä^renb bie anbein ^aaie i 
35aö ^robuct ber fii^ fd^neibenben ©tred 
man bie ^robucte ber ft(!& nic^t f<^nei 
men l^at. 

äel einem bem Sbrelfe eingefd^riebe 

felbft ni^t fc^neibet, ift baS '^xo'omA \ 

^robucte ber gegeniiberttegenben @eiten 

Slnmettung. t^r 5 ^uncte ein 

man in gteii^er ffieife 

B C CD DE 

AB.AC '^ AQ.AD "^ ÄD.A 

tc^nuns ber jn ben •Sentrtninlfln Don 6i9 
Bon ^toUtnSue (ÄlmftgeBt I, 9) berii^trt tt 
lung btS ®aee8 füt irgcnb 4 ^uncle bee Stc 
•avm. 26 unb 44). 

*) Karnot g6om. de poB. 215. 



[el bee 'DreteifS SED finbet tni 
BÖE = ACB ~ ÄDB = C. 
DEB = CBA — CDA = D. 
EBD = BAC — BDC = B. 
= BDA + ADE = BDA - 
©telt^ung BDA + DAO + A 

on bie @teße bon BDA, 
. f. to. 

tiingr Senn A auf ben Strei? 
A äufomraen. S)ie unenbtic^ 
let ©eraben, fp bof C,!), + 
angegebenen Sebeutung. 
ite ©emeiö T«^t auf benfetben @ 
lemäifc^en i^a^eg. Sffienn ^ a 
— CBZ)) = 0, fotgth* 2ß06 
SD, u. f. IC. 
et fcbfiegt man mi bet ®letdbui 

AB. CO + AC.DB -\- AD. 

cte A, B, C, D auf einem gre 
(e ßCZ> löge, fo mürben bie ^t 
ju einanbei ber^atten iDie bie € 
bie ®umme noc^ bie ICiffeienj 
m britten gteidfe fein. . 
nStefonbere A, B, C ouf einer 
c obigen ©(eit^ung, ba§ -D au 
auf ber ©eroben AB, fo rcürb« 
f BD (legen, u. f. U). 

■enn jtttei Seinen AB, CD m 

fi^neiben, fo ift 

AO^ + BO^ + CO^ + D05 

AS^-t-CD^ =.HAAn —■ 

Seuieiö. 9Jac^ bem S 

X A02 + CO^ = A&, 

y^ Die ©umme ber Sogen - 

|| (§. 4, 5). anac6t man n 

_j fo ift ber SÖcgen AE eil 

y* + Ci? = XE^ b. %. 

gerner ift AO.OB = Ov.vu = am' — um' 

t bon biefoi ®%n ifl baS Ute Jtmnia Sdäri^imebeB; bet anbete 
t (geom. de pos. 134) nt&|l me^retn golaeningen gegeben natbtn. 



Sunbrott Bon ©tadeii. 

)* -i-iAO.OB-^-BO-, 



fein iSetoetd behalten t^n 
Steiiee fi* ft^neiben. 2?! 
inab^ngig von ber Sänflt 
Summe ^B^ + CD"^ btei 
lehnen AB, CD 1)« abft 
n fid^ iUi^ bleibt. 

in ^ unb B, unb O ein 




ro2. 

)TmaI ju 
-I-2CP2 
4- POi 

B02 = 2-4CP + 2002 „a^ tem ^^t^a* 
gotelfc^en Se^cfat;. 

3uf3^e. 3eber ?unrt, beffen Ouabratabftönbe »en jto 
ittn Kumten eine ge()ebene ©umrne ^aben, liegt auf einem Stit 
Sentrum bie Wittt bei gegebenen ^uncte ift.') SBenn AO 
Bon gegebener ©rege ift, fo ift 2AC^ + 2C0\ folgti* ant^ 
gegebener ®r06e. 

Sffienn AA^, BB„ CC^ , . . paxaMt Seinen be8 Steife« 
ein ^unct auf bem paxaMtn 53iametei;, fo jg 

Tinb bie ©uramen OA'^+OA, \ OB^-\-0B^\ . . ~ 

Don gleicber ©töße,:'*) 3ft bo8 Senlrum N bie 
Slßitte Bon OP, unb ber SRobiu« NM normal 
ju OP, fo ^ot mon 
OA^ + PA-' = Oß2 4- pßi = . . = 203/2. 

Sßun finb bie 5)reie(fe i'i\^^ unb OA'^, 
■\U\6t unb äl^nlif^, t. ^. PA = 0^1,, u. f. n>. 



*) at>otloniue iniatenSn* b« tfeentn Oertet: ©imton'S »eatfieii 
n ffiometer p. 263 ff. StroL unten 23. 
") ea^ite Möm. de Pam Tome 9 (1730) p, 341 Lemma 1. 



,s = ACT 
i + BDU 

4EE,* + . 

labtat bei 
. aßinlel g( 
rate ber bt 
)uct odh ei 

-CE^. 



nit 4S, B 
BC.BE^i 
Stieden A 
2Aß.öß, 
tio (l). '£it mti<S}\)tü bet^wbucte ab. dB unb B( 
bie Slel^nlic^feit ber tmitde BDC unb SEA bepätigt. 

32. aSJenn C auf ber ©ecaben AB fo liegt, ba| 



'} CUlet 1750 (Nor. Comra. Petrop. 1 p. 66). 
Jdi flnbtt man in @era. ann. 2 p. 310. 
''^) Encl. II, 12 unb 13. 



126 %lnt(« StU^. ¥fan 

unb wenn D einen beliebigen ^unct beben 

CD* = (1 — m)ÄD^ + mBD^ 

BC.AD^-\-CA.BD^ + AB.CD^ 

„ Semei0. 

CD^ unb AB^ 

SBett^e adC.y 

DD, normal ji 



C ^ B ni6 m. «11« b 

^C! + AD-i — CD^ = m(.dj8 
finbet man für CD^ bie etfte bet obigen gc 
für AC^ gefegt ^at. 2)ie anbere ent|ptin| 
m butc^ /IC: Aß, 1 — m biirt^ CB:^ 
CB = — BC (1) u. f. ». 

3ufat 3)ie$uncte D »el% in 93« 
A «Hb B fo «egen, bag ^D* + itBD* eii 
fittben (ii^ auf einem beftJmmten Äretfe.") 
folfllii* 

1 + i' 

t: 
«nb mac^t man AC = - ■ AB, fo eil 



CD^ -- 



1 + ft ( 



3ufoIge ber aSotauSfe^ung ift biefer ©( 
SJer gaU fc = 1 ift oben (18) betrachtet l 
— 1 ift ba« <Setttrum \>tS jhreife« unenbl 
einer ©eraben, toelc^e AB normal ft^netbe 

93. ÜJie gläcbe eine« ICreiedS [an 



*) ©tenart de qoibnsdam theorcm. gener. 
SH^Ie« Ap. hiat. p. 172 b. Utlteif. 

■•) aiJoUoniiie im 2lenau(5 ber ebenen Oe' 
Bon fiammr p, 263 ff.) ^t 6emerlt, baß O auf eti 
A, B, C, , . gegefiene ^nncte, «, ^, y, . . gtgebi 
bAO^ -\- ßBV ■\- y(Xß + . . einen gegebenen 
beS flieifeS ber Sc^merbunct ber $iincU uÄ, ßB, 
p. 151) tinjugefttgt. «ergl, Stereoni. §. 11, 8. 



Bon ©tredtn. 
ABC 

10,4) 

'S y 



1= UB^. 
aäf a, 6, c 



— b* — e 

^ + c^)+c^ 
t 4a^^ — (. 
\ 2ab — a^ 
ieberum ^Ti 

(_a — b + 
falben $eiit 

— 2a 

— 26 



fen, bejeii^n 
e ^ 
eiten 
te» 1)reieif9 ^SC feerti^ren, unb bie 9Iotmal«n 

i?!^, i^i^" jU AB bUtC^ d, /, fo bog A = si / 

C§. 13,9). 'Ssk'^mtit ADD' unh ÄFF', D'BD /^ 
unb P'FB pnb ä^n»^ b. ^. ;^^— ■ 

d:f= AD'-.ÄF', df = D'B.BP 



') Stt[et ®ae nebft tinem geomettitt^en Soveie tomnit j 
jtobätif*« @*rift ntpi ifiönrpnr Bor. »CT (olfluibe 9eometri|d 
■attB atttn UrtprutigS unb inStonatbO PracticA geometriae 
ompagni p. 40 oit^alKn. Seial. dnen au[|a6 beS ajerf. in 
ni^ttn 1865 p. 3. 



bik. 



Sicrhe fßixä). $taniineti 

licoHon flnbet man 

j _ Ajy.D'B.Bf 
" " ÄF* 

,8) 

ly + BC = CA + AB, A 
'B + CA = AB + SC, D 
F" — BC = CA + AB, A 
t — c, folglich 
^^ (,-a).(.-iX'-. 



ICae $ioburt bec Labien Vi 
3reie(l8 fctrü^uen, ^at ben iBett 
bur^ d, /, g, h, fo §at man (i 
i + c)d = 2A, (-a + 

b + c)j, = 2A, (« + 

}C-«+6+c)(a-i + c)(a+ 
d/gb = A\ 

li $iobuct Von giDet Seiten eu 
'Ciametei beS iimgefd^etenen 
gleic^l.") 3ft JD iiBrmal p 
Dreied .dBi? umgefc^riebenen Äc 
te ABZ) «nb ^EC ä^nlii^, »i 
[inb. ^a^et ^at man 
ISiAD =^ AE:AC, AB.AC 
35affelbe 




u 1807 iinb £'*uilier 1809. «erflt 
unethuio ftteint jnttp in b« tnblM 
1 beS 7Un 3a5t^. n. ffi^t.) »otwloiiH 
:f. Sie atbeitai ber inbif^ atat^ 

en eieicit. math. 1657 p. 65. 



tobucte unb Ouobrate »on ©trcrfen. 129 

F, : AB, folgtict 

^ AF.AFj = AF(AF -i- FFf) 
= ^J". FC + ^/-s, 
J^C (3). e6eiifo finb ble 13rdeie ^Cff unb 

= G^A.AO = {6^G — AG)AG 
= BQ.CQ — AQ^. 

6 

'^-\-AF^ = BQ. CG — BF. FC. 

le 3[u«btud für baß ^robuct oon jlDei Seiten 
Salt jugleif^ ben aiuöbrud für ben iRabüi« bes 
enen Steifes butci^ bie ©eilen be8 Sreled«. 
Ite 5?lQ(*e beö Ilreiede ift, fo ift baö ^löbnct 
lieds gleii^ bem ^robuct ber »ietfoi^en gfäi^e 
:abiud beS umgefc^riebenen Reifes. Sejeit^net 
en beS 35reicif8, bie Oläd&e beffetben unb ben 
enen Äreifeö bnt^ o, 6, c, A, »■, fo ^at man 

bie glä(^en »on S)reieifen, loetc^e bemfetbeii 
, fic& «erhalten ffiie bie Sptobucte i^rer ©eiten. 

bet S)tameter 2<i beS bem Sreled eingefi^tic 
^ot man 

gftc 4A 

4A "^ a + 6 + c 

6 + ,)(a _ 6 + c)(a + b - c).") 

^ eine pefitiue ©iffetenj ber beiben *jßrobucte 

>e Bfl^'f" -^f *f •=- »öen« ""»" *'■* Iiiffetenjen 

t^nunfl einführt. 

1, B, C, D beftimmen 4 3)reiecte. 9Benn man 
ireietfe eine iebe mit 
irie&enen SieifeS in 
)tie6enen ^und mul' 
)tei^ ^tobucte; il^r 

ift bie ^(äc^e beS 
ie^robucte-DJ.SC, 

ä^ejei^net man bie 




130 Sititrt Sud^. ^loninutrit. 

^otetiim oon D, A, B, C ia SBejug auf bie 
CDA, DAS hatö) p, p,, Pi, pa, unb bie na(^ 
i$Iäc^e beS 2)ieied9, beÜen ©dien bie ^lobucte D. 
., fo ift 

p.ilßC = p,.BCD = pj.CDA = Pf 
aJemei«. SBäetbra DA, DB, DC Bon beut 
B\, 0, gefi^nttten, fo ^at man (13) 

DA.DAi = DB.DBj = DC.DC, 

^'^' ~ ^DA.DB ^ DA.DB.DC^ 
©ejei(^net mon DA.DB.DC bur^ q, | 



, f. ». 



J,Ä = £-DO.AB, B.C. 



gl ' 

toeil bie Seiten oon A^B^C^ ju ben ©eiten, tue 
fd^tiegen, bae 93ec^ttntg p:q ^aben (§. li, 2). 
ede J50 unb -4,^,0, bemfetben jtietfe eingefd^rie 
ABC _ AB.BC.CA 
^,B,C, ■" AiBj.B,Ci.CiAi " 
p.ABC = t. 
'^xä) gegenfeitige 3Sertaufd^ung Don A, B, C, D 
änbecung, fotglti^ er^It man auf gleiche Seife ;>, 

97. Äu« ben ©elten eine« bem ftreife ein 
ABCD lann man aoA, 
ben ^eife eingefd^rie 
XßCjD, ABGD^, ini 
ber ^ei^e nac^ jebe x 
ten gegenüberfteilt. 
SBictede finb gleic^, to 
bed SieifeS bur($ bie 
untetfc^dben. 3e itoe 
■^ ^aben eine S^tagonate 

@inb nätnU(^ a, h, e, d bie @eiten, fo gtebt ee ii 
^Diagonalen /, g, h, oon benen bie etfte {DB) mil 
{4C,, Z),ß) mit c unb a, bie britte (^Q mit 
bitbet. 




■) ». staubt SreKe 3. 57 p. I 



robuctt unb duabrott uon @ttedtn. 131 

ieted ABCD toncab ift, fo \xa\i am^ ABC^D 
» man ^ai nai$ bem ^tDlematf^en Se^tfa((15) 

hf = ea + bd 

f9'™ 0* + cd 

gh ^ be + ad, 

= he -\- ad ; ea -\- hd ; ab -^ cd, 

{ai + eS){hc + ad){ca -\- bd), 
_(c a+ M)(ai+ cd) 

Se + ad 
^ (at + cd)(tc + o d) 

ca 4" ^'^ 
_ (ic + ad)(<:a + »<^ .^ 



oi + cd 
Perimeter be« ©ieted» .IBCü fi^ fel&ft ft^neU 

ben aSiereien ABCiD unb ABCZ), b« gaü. 
3. AB toirb in (einem biefet Sßierede Don ber 

innen gefcl^nitten. ^ann W »ti" »^ t>«>(^ 
fafe CO + A,/, = Jd, u. f. nj-, inbem mön 
i(^e Sit tok oben burd^ /,, f,, ki bejeii^net. 
ebttum bie obigen gormeln, nui mit bem Un« 
t ®elte (a) negatib ju nehmen tft. 3n b^n a£< 
1*/ St\ Ai^ Ift eö 8l<'*fl'*'% '"«l*'^ ""ri ben 
minen toirb. 

em bem Äteia etngefi^tieberten Sßiereä JßCD 
citen i>ii, £C in £, i^ von ben ®eraben gc 
:i$ C, D ))aiaUe( mit ben 'Diagonalen DB, AC 
SSiereÄ CDE^ ä^nlii^ ABCD unb entgegen« 
ülfe be« aSiered« ABFE, befien etfte ©ehe mit 
ann bad äjfeied ABCD conftruirt loeiben, bef< 
unb bUTi$ beffen ISdt^uncte ein ^eie ge^t.**) 
n(et 2CÖE, ICDA, 1CBA finb gtei.*, weil D, 
n, C, D, A, B auf einem firetfe liegen. I)ie 



5. «^««leS ap. hiat. p. 485 b. Ue6etf. "SM btUte 
;b 60t. SBgl. unten (30). 

des diff. M^thodes . . p. lä. S)iefe Aufgabe ifl feit 
bertB bielfo* fie^btÖ »oiben. Sgl. SHBltSape'^'» 
uje ^nim. 2te Slufl. p. 239. Sametet nai$ Stin' 
lon ®itn|on'e SSeat^ntung bet e&enm Oertci beS apDl' 



SterbS fßv^. Vlanlaittric. 

mntti 2DEC, 2ADB 

' ^ »eU EC unb BD pa\ 

N. \ B, D, C auf etnem S 

^\ \ finb bie SJreleäe CÖJ 

^^ unb entßeflengefefeten 

/3^ ergiebt ftc(f auf gtei 

"'^^^^^1^^ — f. Dwiede CDJ" nitb . 

^ ^^ tennt man bie Sle^n 

CBEF unb ABCD 

entfpre^enben SBinfel CD''BF unb A£ 

|o bie ©treden E/" unb ^fi ijarallet unl 

ber ate^nfi^teit ber gifluven CBEF unb 
Seiten AB, BC, CD, DA ber SRei^e m 



CF = —d, FE •= — c, ED r=. - 

^at ba« tßtered ABFE bit ©eiten 

o, S/- == 6 + - d, FE = — c, 

: untern ^ti^tu für bö« conraue 9Sietett ^ 

)bein 3^'(^ i" nehmen finb, wenn bie € 

ired« fic^ unverlängert f<$neiben. 3'^ fo" ""^ »"^^ ^" 

(ung c < fl bie ©etobe E0 ^aratlel mit FB, fo tjat bai 

EG bie ©eiten 

= a — -c, GE = 6 4: -ä, E4 ™ d + -&. 

I nun bie ©tteden a, b, c, d gegeben, fo laffen ftd^ im att= 

jwei 33ierede ABCD conftruiten, beten @eiten a, b, c, d finb, 

) unb nm tsetc^e ie ein ^eid ^d^rieben uerben 

-^--^j fann, bsDon baö eine concsB ift, »ü^renb ber ^e* 

y\ rimeter beS anbem fit$ felbft fc^neibet. iWan ton* 

/ \ ftrutte junät^ft au« ben ©tteden a, b, c, d, too- 

\ Bon c < a, ein belieBige« Sßleteä LMNO, baju in 

\ ))etf))ectii}if(^er Sage ba« ä^nti<^e a3ieted iJfiiViO,, 

jy Worin iJfi = c, folgli^ 

M^N^ = ~b, N^O^ =~e, O^L = -d 

n conftcutre man, wenn t€ mßg(i<^ ift, bie trctitdt A&E mi 



§. 14. ^obucte unb Ouabratt uon @ti«fen. 
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r 

t ben (Seiten 

a — N^O^, b + O^L, d+M^N^, 

madft AB = a in bcr 9tid(^tung AG, öottenbe bie ^arattetogramme 
EGBF, mad^c 50 = & in bcr 9?ld^tung BF unb ^Z> = df in ber 
SRidj^tung ^E. Um iebc« ber gefunbenen SSierede ABCD tagt fid^ ein 
Äreid bef (^reiben, unb in ieb^m ift CD ^ c, 

SSejeld^net man nämlic^^ ben SJurd^fd^nitt bon BC unb DA burd^ 

H, fo f)ai man EH.EF = AE: AG, FB.EF = BF: AG jur 
©cred^nung bon EH unb F.F, i)^ unb Ca SWit ^üffe ber obigen 
©ertl^e öon CF,.., AG,., finbet man DH.CH = BF.AE = 
5Ä : ^Ä, unb DH.FH = ^D : CF. Die ©leid^ung DH,AH = 
BH. CH iOfxi, bag ber Ärei« AßC burd^ D gel^t SBeil enblic^ CDrE/» 
= DH.FH = AD: CF, fo ift Ci) = c. 

20* !Die gtädjfe eine« bem Äreife eingefd^riebenen SSieredf« fann 
auf äl^nlic^e 9lrt mie bie ^l&dfe eine« !Dreied(« 
(23) burd^ bie ©eiten au«gcbrüd t toerben. 3^^^^ 
man CB^ unb CD^ normal ju AB unb AD, fo 
finb bie ©reiedte CBB^ unb CDD^ äl^ntid^, »enn 
i4, B, C, D auf einem Sreife liegen, mitl^in bie 
SBinfet 2ABC unb 2ADC gleid^ finb. !Cemnad^ 
i^at man 

J35j : BiC : Cß = i)2), : D^C : CD, 
unb für bie gläc^en 

2ABC «: AB.B^C = il5.50.|^ 




2D.äC = DA.D^C = CD. DA. 



BC 



Dobei ^aben bie gomern AB^ + BC^—CA'^ unb CD^ -\- DA^ — AC^ 
bie abfoluten S93ert^e (21) 

2^15. 5Ä = 2ilS.J?C.|§ 
2DA.DDi = 2CD.DA.^. 

3ft nun ba« SSieredf ABCD concab, unb l&at feine gfäd^e v Ona^ 
bratcinl^eiten , fo finb bie IDreietfe ABC unb DAC, beren ©umme v 
i% bon einerlei 3^^^^"/ folglid^ 

16»2 = i(AB. BC + CD. D4)2.^. 



SiciteS Su^. $laniinetn& 

Uta ÄB^ + .. unb CD^ + . , (int l 
leU bie 9)intel .dSO unb CDA ju 180' 

BC* — CD* — P^5)* = 4(4B.ßC 4 
(,<?' + BS, 2 =flC*, alfo nfl(^ ©eietc^n 

un^ a, 6, e, (i 
16«* = 4(oi + cd)* — (a* + &* — c 
+ 2a26* + 2a>e2 + 2a^d'^ + 26*c* 
_ a' — 6* — c* — d*. 

m bie ^ifferenj bei Ouabrate jeilegt, fi 

: no^ a -f- ft + c + d = 2a, fo er^äi 
rl = {, _ a)(5 _ 6)(, - cH* - 
SBenn bagegen ber $ei 
^BCD fic^ (eftfl f^neibet, 
^£C unb DAC von entg< 
(§ 9, 7), Kä^renb bie gor 
CD* + . . einerlei 3ei(^er 
man bie 3(ä(^ beS 93terec 
man in blefem galle 

!6»,*= 4iAB.BC— CD.DA)^.^ 
BC* — CD'' — DA'')'' = 4(AB.BC - 

6vj * = Hab — cd)* — (a* + i* — 

iJcd + 2«*6* + 2«*c* + 2a*d* + 2ft*c* 

— a* -- b* — c* ~ d* 

\.b-\-c — d){a — b-{-c—d)(a-i-b~c- 
I noc^ bie iCiffeten} einer @eite unb bei < 

id. a-^b + c — d = 2*,, fo et^an 

^,* = (,, _«)(«, _i){», - c)C», 
t)roimetn fflt bie glöd^ v unb »i bei 
b, c, d ^aben, unb um u^ett^e ein S(xaä 
a^ eine au8 ber anbern a&teitBot; au8 



t^mesupta, ©nelUuS. Sgl a^a9leeapei9i 



^-L 



§. 14. ^tobuctc unb Ouabrotc bon ©tredcn. 135 

bic anbete, »enn eine Seite ü)x 3^^^«" tt>ccj(ffelt SDabet ift unmittel* 
bar kDal^rjunel^men; bag 

©cim rf berfd^toinbet, fo gel^n v unb v^ in bie gormet für bic gläd^e 
be^ SDrciedö über, bcffen ©eiten a, h, c finb (23). 

30. !Die Labien ber Sreife, in votläft fid^ SBierede befd^reibcn 
taffcn, bereu Seiten a, b, c, d finb, fönncn auf äl^nlid^e Slrt gcfunben 
»erben tote ber 9tabiu^ be« Äreife«, in ben mit brei gegebenen ©eiten 
ein SDreied fid^ befd^reiben l&gt (25). ^ejeid^net man bie gefud^ten 9ia* 
bien burd^ r ober r^, jie nac^bem bad 33iered( nur concabe Sinte( ^at 
ober nic^t, unb bel^alt man bie angenommenen Seieid^nungen (21 ff.), 
foift 

4rv = 4r. ABC + Ar.DAC 
^ abh + cdh, 

%un ift ab -\- cd = fg, folglid^ 



j/,2 



(ab + c J) (5c + ad) {ca + ftdf) 



f {—a-{-b -{-c+d) (a— 6+c+d) (a+& --c+d) (a+b-^c—d) * 

gür ein aJiercd ber jtoeiten 3lrt l^at man 

4r^v^ = ^r^.ABC — ir^.DAC = abh^ — cdh^. 

Slbgefel^n bom 3^^^" ip ab — cd = f^g^, folglid^ 

^^~ 4v, 

2 (a6 — cd)(bc — ad) { ca — bd) 

^ "^ (— a+6+c— (i)(a— &4-c--df)(a+6— c— J)(a+&+c+rf)* 



*) SScrgt aWöbiu« in (Srcttc 3. 3 p. 17. 

**) ©irarb 1626. SScrgt (5^a«U« aper9u bist. p. 492 b. Ucbcrf. Ueber bic 
Labien ber Äreifc , in tocld^c fld^ mit mcl^r gcaeficncn ©eitcn $ott?gone bef(3^reibett 
loffoi, mib übet bie gtäc^en fot^ ^olt^gone $at SWöbiu« (a. a. O.) aUgememc 
Uttfetfnd^ngen ange^ettt 




SicttcS 9311^. $lanitnetdc. 

5, ?Sertmcter unb gldc^e ber giguren.*) 

SKenn j»ei ifoperimettif($e Slteiede (b. 1^. »on ßleiÄem Um» 
4« ©afeii ^aben, [d :&at baSjenige bie tleinete gläc^e, iii mU 
b« SÖafiö bet flrBßte ffiinlel Hegt.") 3ft AD + DB .- 
i, unb ÖB4 bet grögte unter ben an -dB liegenben Sffiintetri, 
gläc^e ABD < .dBC. 

aSetpei«. (£« fei bet $!ititel 
DB^ > CB4 > ß^C, (o ift ßAC 
> B.iZ), fonp löge C im 'Bieied 
' ABD, unb ^C + CB Wäre Öein« 
ale 4ü + DB (§. 3, 2) flegen bie 
aSoraBSfefeung. tia^tx fc^neibeti ficfr 
AD unb CB innen in E, (o bag Eß 
< AE C§. 3, 1). na<!^t man EP 
= Eß in bet SRit^tung EA unb 
:D in berffii*tung EC, fo ift FO = DB (§. 5, l), fotglif* 
'a + 6E + EB =■ AF + DB •{- ED + FE = AD 
^ AC + CB. 9Iun ift AC < AF + FC, fotglit^ AG -i- 
F + FC + CE + EB, ba^et AF -f EÖ 4- GE + E5 
- FC + CE -\- EB, FG + QE < FC + CE. ©ierau« 
5, 2), baß ba6 3)teiea EEÖ ein 5E^eit be8 XreiedS AEC ift 
Eß < ÄEC, ABD < ABC. 

Unter ben ©reteJen auf berfelben Öafi« ^at ba« gleic^fi^eii' 
gteii^em Perimeter bie größte ^lä^t, Bei gfei^er glS^e ben 
[Jerimeter. 

sei«. 3[t AD + DB = AC + Cß, fo liegt D aufer^att 
«« ^Cß. 3ft ^0 = CB, folgti^ ber ©intet CBA « ß-JC, 
ben SSJintetn DBA unb BAD einer Keiner, ber anbere giä' 
•BA, mithin (l) bie glätte ABD < ABC. 

«fleii ©a^e übtr ifoperiinttrifi^ Siauw" fmb frtt^ gefunbni »ortoi. 
«rni Steife unb bei entfiiteienbe Bon ber fiunct roitb ber ^ßift^aßDreifi^ 
!f(%rie6en. ®ie jugebBnge Sigenf^cift ber ^wlbhigel wirb Bon STriiaie' 
et Cyl. n, 10) beroiffen. ^euobor (frilBet mltäenobot Benoei^ftlt unt 

Bot S^r. gelebt, njaM^emli* "ber na* Sr^imtbee ju fefieu) ^atte bie 
\%t übet iloMninetrlfc^e^iguten in einer @((irlft »eteint. SGon berfcfta 
I im Somtncntar jum äumagefl (ed. Halma p. 'i3) einen äluejug gc 

welÄem ^appuS (Collact. V) öitlfa* pfamraentrif(t. 5Ba4 Bisttn 
3eni5bi)t'8 äb^anblunfi beutfi ttiebergcgeben m erben oun 5ßD(t tra^o- 

greiburgn ?i)ceuni 1860, ®ne neue Segrünbuna biefer Ce^re iinb 6c 
tWcitetungen 6ot 8'§uiXiet derelatione matna capacitatis et temi- 
iiraruiQ 1782 gegeben. Sm grünbUe^ften ifl biefer Oegenfianb »ort 
t 2 abbanbtungen (Stellt 3- 24 p. 93 itnb 189) beleui^tet »oAen. 
?bue V. 5 imb eteinti p. 96. 



Perimeter irnb gßi^ bet giguren. 
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ilelige ^xtki ABC bem ©teied ASD gtei^, 
^ 33reieif AI3E mit -IßD »on gleit^m Umfang, 
}l0äf ÄBC< ÄSE, woraus man fc^lieft, ba§ 
imetet ^at olö ABB ober ^BD. 

i)erimetrl(i$*n 3)ceie(Ien ftat bo« gleic^feifige bie 
ben gleichen lliteiecfen ^at ba« gleic^feitige ben 




F < 3-45, unb 
\FB. aSertängert 
t FBO unb FBD 

fo ift bet ffiinlel 

bie 55(ä*e F5D < FBQ (1). ?nun ift ^Z>E 
<: AEG, ABO < ABC (2); fotgtic^ ADE 
t Se^auptung wirb wie in (2) bemiefen mit 

!t)reted«, roelc^ee mit bem gemeinen Xiteietf 



eiafen, rceld^e bie @umme »on 2 Seiten g(ei^ 
giBgte, in bem biefe leiten einanber gtei($ ftnb 
ül einf^tießen. 

5 = BC, CBA = g 

90*, AD + DE = AB -\- BC = AF-\- 
FE, AF = FE, fo ift ABC > AFE (§. 
9, 2), AFE > ADE (2), fotgti^ ABC > 
ADE. 

Unter ben ifoperimetrifi^en SJlereilen ^ot 
bemnac^ baö Ouabrat bie gr&Ste glätte. 
^tntet ben gteiii^en 93imc(en ^at ba« Dua» ^ F 

Brat ben Heinften Perimeter. 
_ Unter ben ifoperimetrlfc&en ffreisfectoren ^at berjenige bie größte 




«i«te9 9uä). ^loBteirttU. 

beffen ©ogen bem SMometet gtd* ift.') I)enn bet ©«t« i^ 
fltog als bo6 rtc^ltDinletige ©teiaf, beffen ßai^eten fo long (Utb 
; ©ogen unb ber ©iametet (§. 10, 4J. Sei gegebener ©umme 
treten mitb bafl Ineied am gtöfiten, »enii bie Katheten einaii' 
(^ toerben. 

Unter olleti Ifoperimetrifj^en gifluren ^at ber Ärei« bie BtBgt« 
Unter aHeii gleif^en giguren ^at bet ftrei« ben Heinflen "^U 
') 

efflel«. giguten oon gegebenem Perimeter fSnnen ni(^>t beliebig 
flät^e ^aben, roeil iebe SJiagonale Heiner ift al« bet &albe ^txu 
§. 3, 2). ©ie größten unter biefen gignren fönnen »on innen 
bettoi^tet nitgenbö conöef etfc^inen; fonft 
tännte man bie gigut vergtSfetn, o^ne ben 
Perimeter ju Deigt&getn, inbem man j. S. 
ftatt bee conBefen S^tit« FGH be« Ißerimf' 
' ter« ben gteii^en unb ä^ntic^en concacen S^eil 
FJH fe^Ie. ©inb A unb B ^nncte, metc^ 
ben Perimeter einet gtBgten gigut ^albiien, 
I muß bie ®erabe AB bie gtäi^e betfelben 
^albiten ; fonft tonnte man bie gigur oetgtö' 
^ne ben Perimeter ju DergriJöern, inbem man bem gröfeeni I^eit 
betn gleici^ unb ä^ntii^ machte, ©inb C, D,.. anbete ^unöe 
rimetetS, fo muffen bie SBintel AGB, ADB, . . rec^t fein; fonft 
mon o^ne Stenberung be« ^erimetetö bie gigut Detgrößern, in- 
in biefe ffiJintel re*t motzte (§. 9, 2). I)ie ©Reitet bet teerten 
ACB, ADB,.. liegen auf bem ftteife, beffen ®egen|mncte ^ 
finb (§. 4, 3). aifo lann eine gignr Don gröfter gtoc^e bei 
em Perimeter Don einem ftteife nii^t oetfi^ieben fein. 
t bet ^eis K ber gigut L gleich, unb L mit bem Streife M Don 
I Umfang, fo ift L <, M, folgtii^ K <C K mithin K uon Hei« 
Imfang alö M ober L. 

SKSenn ber ^etimetet einer gigut au6 einer unbegteniten iSe- 
1 uub einet tollHürlit^en ßinie l befteßt , unb loenn enttoeber bie 
Jon / ober bie gläd^e ber gigur gegeben ift, fo ift bie glSt^ om 
, ober bie Sänge Don l am Ildnften, roenn bie gigut ein $alb> 




©teinet p. 114. 

*appuB V, a. ©teiltet p, 

©teinei p, 1U9. %!. ^ap 



Steiitei p, 105. 
%l. ¥flppu8 V, 17. 



,•• * 



§. 15. Rechnetet unb QlSc^e ber Siguten. 
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©ctoei^. 3)er ^§)att!rei^ P unb bic anbete mit il^m ju öctgtel^ 
(i^enbe glgut a, bei ber bie angegebenen ©ebingungen erfüßt finb, mcr* 
ben burd^ bie gteid^en unb ä^nftd^en Stgurcn ergSuit, toetd^e mit i^nen 
jur ©eraben g f^mmetrifc^^ liegen (§. 7, 4.) 5«un ift bei gteidj^cm ^eri* 
meter 2P > 2Q, bei gleid^er gtäd^e ber Perimeter i)on 2P fleincr at« 
ber bon 2Q (5), fotgli(i^ u. \. xo. 

7» 2Benn ber Perimeter einer gigur au« einer ©trede a unb 
einer lüiülürlid^en Sinie / fceftel^t, unb tuenn entioeber bie Sänge öon / 
ober bie gtäc^e ber gigur gegeben ift, fo ift bie gtdc^e am grijgten, 
ober ber Perimeter am MeinfieU; toenn bie gigur ein Srei^fegment ift. 

©etoei«. Da« J)on a unb / umfd^toffene 8rei«fegment P toerbe 
burd^ ba« fireiöfegment <i« gum ^eife K ergänjt, unb eine anbere öon 
a m\i l umfd^Ioffene gigur burd^ Q bejeic^^net. 
5Kun ift bei gteid^em Perimeter K^ Q + aa, 
bei gleicher gtäd^e ber Perimeter öon K Heiner 
aö ber t>on G + «« (5). ÜDurc^ ©ubtraction 
t)ott aa finbet mm P < Q u. f. ti).*) 

2)urc^ 9lbbition üon Ärei«fcgmenten erlennt 
man ebenfo, baß unter atten giguren, bereu ^e^ 
rimcter au« jtoei ©tredten a, h, unb einer ober 
jioei toiüförlid^en Sinien l, m befte^ ^ö« ffrei«fegment bie griJ^te glädj^e 
ober ben fleinften Perimeter l^at, Je nad^bem ber Perimeter ober bie 
gtäd^e ber giguren gegeben ift. 

gbenfo fd&liegt man, baß unter ben au« gegebenen ©eiten gebilbe^ 
tcn ^ol^gonen biejenigen, toeld^e Greifen eingefd^rieben finb unb bereu 
Perimeter fic^ fetbft nid(^t fd^neiben, größte gläd^en urnft^annen.**) 

8* Unter ben ^ol^gonen Don berfelben ©eitenja^t l^at ba« gemeine 
reguläre bei gleid&em Perimeter bie größte gtäd^e, bei gleicher gtäd^e 
ben llcinften Perimeter****) 

S3ett)ei«. gin ^ol^gon fann in ein größere« ^o%on bon ber*» 
felben ©eitenjal^I unb öon bemfefbcn Perimeter Dertoanbelt »erben, 
toenn jtoci aufcinanberfofgenbe ©citen ungteid^ finb (2). 5Hfo muß ba« 
größte unter ben ifoperimetrifd^en ^ol^gonen öon gteid^er ©citenjai^t 
g(eid{>feitig fein. I)a« größte unter ben ^oß^gonen, bie bon gegebenen 




*) ©teiner p. 110. 

**) SWonU 1737 Comm. Petrop. 9 p. 138 unb (2E tarnet Mem. de Berlin 
1752 p. 283. S^ctat bie @ittlettutts ju S'^niUcf« Sett 
***) ¥ap»)u« V, 10. 
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9ß\ticm ^enäf. $lanurtetne. 



©eiten umfd^Ioffen werben Unmn, tft badienige, koetd^em ein jhretö um^ 
gefij^rtcbett toerbcn lann (7). 

!Dte anbete $el^an)>tung tt>irb kpte oben (2) bett)tefen. 

9* J)te gtäd^en ber ifoj)crtmetrifd^en regulären ^ot^gone bom 
iDreted an bt« jum Ärei^ bitben eine fteigcnbe SRell^e; bie Perimeter 
ber gleid^en regulären $o(^gone t)om "Sbreied an btd }um Sreid bitben 
eine faUenbe SRei^e.*) 

SBetoei«. j)a« reguläre ngd lann ate irreguläre« (n4-l)(£(I 
betrachtet »erben, in »etd^em ein ffiinlet 180® betragt, ©a« irregu* 
läre (n + l)(S(! ift Keiner att ba« ifo|)erimetrlfci^e reguläre (n + i)(g(I 
(8), u. f. ti). 



*) ¥a»)j)tt« V, 1. (Steiner p. 112. 2)er Cefttete ^at beti etnfa^ »ctoei« 
gefunben. 



Pnpta f ud). 



iteremnettit. 



•J^ 




§• 1. ©urc^fci^nitt toon Sbcnen unb ®craben. 

1« SBenn jtDei Sbenen einen $unct gemein l^aben^ fo l^aben fie 
eine burd^ ben gemeinfti^aftlici^en ^nnct gel^enbe (Serabc gemein.*) 

©etpei«. ÜDurd^ ben gemeinfd^aftlic^en ^unct Ä bet gbcnen 
toerbcn auf ber erften Sbcne bte Oerabcn BC, DE flejogen, miäft bie 
jlDctte gBene fd^neiben, tt)cil fie bie bürd(^ Ä ge* 
l^enben ©etaben ber jtoeiten Sbene fd&neiben (^lan. 
§• 1, 3). ^nxä) bie ^uncte JB unb £, welche 
auf bcrfd^iebenen ©eiten ber jö)eiten Sbene liegen, 
ift eine ®erabe beftimmt, tteld^e bie jtoeite Sbene 
in F fd^nctbet. ©eil bie (Serabc BE mit ber 
erften Sbcne jtDci ^uncte gemein l^at, fo Hegt fie 
auf ber erften ßbene (^lanim. §. 1 , 4). ÜDal^er 
ift F ein gemeinfd^aftlid^er ^unct, unb bie ©erabe 
ÄF rine gemeinfd^aftlic^e ®erabe ber beiben 6be* 
nen, in ber fie fid^^ fd^neiben. «ußerl^atb ber ®eraben AF Timm bie 
bcibcn (Bbcnen einen ^unct nid^t gemein l^abcn, ol^ne ganj jufammenju* 
faöen. 

9« (Sine ©erabe unb eine (Sbene l^aben einen $unct gemein, in bem 
fie im allgemeinen fid^ fd^n^iben. SSJenn bie ©crabe mit einer ®era^ 
ben ber (gbene jjaraöel ift, fo ift fie mit ber (Sbene paxaM b. 1^. fie 
fd^neibet fie nid^t unb J^at mit i^r einen unenblid^ 
fernen ^unct gemein, ii^rc SRidjftung ift in ber (Sbene 
entl^alten. 

S3e»ei«. 5)ttrd^ bie ®erabe AB unb einen 
beliebigen ^unct C ber ffibene ift eine (Sbene beftimmt 
(^lantm. 1, 4), »etd^e bie gegebene Sbene in ber 
(Seraben CD f^neibet (1). Die ®eraben^5 unb CD 
ber Sbene ABC l^aben im äßgemeincn einen ^unct gemein, in bem fie 
fid^ fd^neiben, in bem affo aud) bie gegebene (Sbene oon ber ©eraben^ 




*) Eucl XI, 3. ®er oBige genauere ^CuSbrudf bicfe^ Sunbantentatfaftc« finbet 
\Uif in t). ©taubt'd ®iom. b. ia^t 20. 
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AB gefd^nitten »itb. äu|et biefem ^unct lann b 
'^'■'— einen anberti ^unct itii^t gemein ^aben, o^ne 
njufallen. 

iJenn bie ©erabe A3 irgenb eine ®erobe CD 
bet <56ene AßCongel^ött, ntc^t fi^neibet ober r 
n fle mit bet ®bene einen enbllc^ fernen *ßunc 
ieit AB mit CD leinen enbtii^ fernen ^unet ge 
ABC mit bei gegebenen €bene teinen '$unct 
Der genieinf^aftlit^e unenblic^ ferne $unct bon 
ng (^lanim. §. 2} ift bafl ©emeinf^aftlic^e 



. 3P3enn bon ben brei ®eraben a, b, c je pi 
\o ^aben fie im älltgemeinen einen $unct ge 
c^en $unct ber brei Ebenen, nnb bitben ein 
ben (^lontm. §. 14, 8). ©enn ein gemeinft^ 
b tiegt forno^t auf ber (£bene ac, als auti^ 
1 auf ber ©eraben c, meiere biefe Sbenen ge 
ittei nnter ben brei ®erüben fii$ nii$t fi^nei 
ic^t bon ber britten @eraben geft^nitten loerbet 
}enn bie ©eraben AB unb CD parallel ftnb unt 
unb CDE in ber ©eraben EF fii^ 
EF mit AB unb CD parallel, jebi 
SBintel« FEA f^netbet AB. I)enn 
fc^neibet bie ffibene DCA in einer 
t aßintete DCA, Don icelc^er AB gefei 
nim. §. 2, 9). »Ifo mirb AB a 
f^ttitten. 

Jemi öon ben ©eraben CD, EF jebe mit ber 
t, fo finb au(^ CD unb EF porollel.') ©efeßi 
S/* fe^nittcn fid^ In ber ©eraben CD', fo toäre 
nit:^in CD nic^t mit AB porallcl gegen bie aji 

. aSJenn iWei (Ebenen «, ß mit einer ©erabi 
bie ®etobe «jS, meiere fie gemein ^oben, mit bi 

9(a(^ ber SBorau«fefeung giebt e« auf ber eben 
if ber @6ene j3 eine ®erabe b, bie beibe mit c 

finb bie ©erabeu a unb b paroUel (3), unb 



EncL SI, 9. 2>er SeweiB wirb bafftbp mit $illf( einei: 
«oluoi unb Sotatfc^ereBl? ^ottn $q«Bt, baß bie| 
b« Siwune b« SSintd etneB flerabliniaen J)teiecW. 



ttttU utit 
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gemeini 
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finb fie 
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:n ein«! 



taflet fi 
fo »et 

ilic^ fen 

finb, 
r 8e(<^i 

bet (£1 
ifl D ei 
|j ton t 
c, meld 
anbere i 
jon bet 
bie Sbe 

nb, unt 
iraflel 1 
:e ))atal 
nltten, i 
mct gen 

Tab« ip 1 



SAnftd Sdnü. €tmi 

lel finb, fo liegen (ie auf ei 

pavaM ift. SDenn bte (Sbi 

Sttrbe bie ISbcne a6 von 

bon c gef^nitten, gegen bte 

3ioei ®erobe 0, 

iSbenen X' ^r < »^^ 

£^ bi« mit einei (£bene 

©er^ültntfe gefi^nitta 

»^ onbere in C, i)', E 

^ CD : DE: CE 

, 3<^^t '"'!" nämlid^ 1 

■C^ S m D" get(^nttten 

D"I?' unb EEf )f<X. 

g na(^ ^lanint. §. 8, % 

Sbenen «, ft y ^aben iai 31 
xaben, n>el(^e fie tiaartDeife 
ibe, meiere jicei bet ISbener 
ftaeit ^unct geraein, ber beti 
brei Sbeiien mit einer ®et 
$unct, eine iRii^tung gemein 
fljeife gemein ^aben, paroüe 
I ben brei ffibcnen jmei j)«« 
I, bte fie paarroeife gemein 

i btei @benen iioei ^uncti 
nein, in ber fie fii$ fc^netbeti 
[anfm. §: 14, 8). Iiiefe @e 
I paraUet ftnb. 

@erabe a, b, loel^e ntc^t c 
jentein; ouc^ i^re unenblit^ 

eben beliebigen $unct C bi» ».»»».» „^^ ^„.v «v».., 

!iben ©eraben parallel ift. SMon finbet biefetbe, inbem 

^nnct C bie ©eraben jle^t, »eld^e einjeln mit a unb 

en "ißunct C bee iRaumeS ge^t oitc^ eine @eiabe, UKt^t 
Reiben @eiaben a, b einen ^unct gemein ^at S)eiui bte 
) Cb fc^neiben fid^ in einer ©eroben Cd (l), bie fotoo^ 



■f" 

") 






ine; 



lUf 

ox 

9\ 






glätte buri^ ein unebenes (gaacbe) äSiered 
PQJiS fceftimmt -, lebe Sbene, tie mit PQ ^ 
nnb RS paxttÜtl i% ft^neibet OB unb SP -r 
in ^uncten, bur^ ivelc^e eine ©eiabe bei 
Si^aar PQ, RS,., gtiji; jebe S^ene, bie m 



*) 8«9l. Steinet ffiteUt 3. 2 p. 268. 
") 2)er ©nuri« tiefet ®gtnf(^ft fceru^t auf mttril 
(tu Sristm. §. 7, 16. 
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ift, fc^ndket PQ unb BS in ^uncten, burc* 
©(^ooT QR, SP,., itfft. 

ft. 3n bet neuem ©eometrle ^at man ir 
weiche nur bie flegenfeitige !^age ber Sigure 
treffen, öun ben Säften nnterfc^ieben, toelc^e b 
quantitattoe iBejie^ungen Don 9}aunigii}gen ii 
Säfte bei elften 3lit ^anbetn ton giatJ^ifi 
fc^aften, bte ©äfte ber anbetn 2lrt Bon met 
täumlii^en Oblede. 3ßan tann beS^atb bie 
in jroei ®ebiete trennen, in eine ©eometrte bi 
unb eine ©eomefrie be« SDIage«.'} 

®ä)on bie erften grop^if^en ®äge, metd 
©eraben, ffibenen betreffen, loffen eine gemiffe 
^örigreit, «« ®ef«ft ber Dualität (iReciproi 
bon ber 3lrt bag m9 einem @afte ber i^tn j 
lore) @aft entfte^t, menn ^nncte unb ISbenei 
werben.") Slämtit^ : 

Vnrä) 2 ©erabe a, h, bie auf einer IS) 
ab beftinimt. Iiurc^ 2 ©erabe a, h, bie einet 
eine Sbene ab befümmt (^lanira. §. 1 unb 2] 

®urc^ 2 ^uncte A, B ift eine ©erabe 
Ebenen a, ß ift eine @erabe txß befttnunt. 

ÜDurd^i 2 Stic^tungen ift eine ©tedung, 
SHit^tung beftimmt (4). 

üDurc^ eine @eiabe a unb einen ^unct l 
raben tiegt, ift eine l£bene aB beftimmt. 1 
eine Ebene (3, loet^ bie tSerobe nii^t enl^ii 
ftimmt (2). 

Dur^ 3 ^uncte A, B, C, bie iii*t auf 



•) »ngl. adbnij »rief an «ugcne 1679 ®e( 
von Sulci, Sßanbeimonbe u. 9. («ntg Repert. < 
^onteltt propr. proi. 5f[., ber bie auebrMe „groi) 
6«t, 0. ©taubt'B (Seom. b. Saat. (E&aSUfi Ap( 
<£aTnot'S Gtom^trie de poution ^anbdt nur Bon n 
") SoB ©t|eB bet asuolitat ift jueili in mtrtifie 
f*en ffireled unb letnem ^otaibreied (g. 4) Bon »k 
iw^tgcncrnnten notben. ^ergl. (S^aSleS Ap. bist. [ 
tnot^. SB. 4 p. 850. Enffelbe wuirbe ümfaffeiib in girfli 
unb ifinmlitten gifluün erft int anfana be« 19ttn Sa^ 
iDQi babei bie Stnp^nmg b« Benennungen „$ot eine 
„9|}iJliKt (ineS *Bunct8" unb „ÜDuotitöt" butc& ®erg 
ffltonae, ¥0BctItt u. (plödeT. »ergl. SbaSUe i 
Ucbttf. tiit obigtn 3)ualiflninflen finben fi(( bei Seig 
V. @taubt @tDin. b. Sage 66. 



iinb SbftSDbe eon Qbentn unb ®eiaben. 
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mt. ü'uri^ 3 Ebenen a, ß, y, bie nid^t eine 
¥unct aßy beffimmt (6). 
t e« gleicbgältig, ob bie ^wcte, ©etaben, @6e= 
nbßi^ei' (feine ttegen. 



©eraben. 



rate ju jroei fii$ fc^neibenben ®eraben einer 
fie eine ^lormate ber @bene, b. ^. ju lebet 
lt.*) Sffienn bie Si5in= ^r 

, unb bie ©erabe AD 
fo ift fluclj ber®in= 
/ eine 9fDmioIe bet 




auf ber ebene ABC , 

^nnct ber ©c&entet 
:18, in loelc^em 4Z> 

;i^e AD in D fi^netbet. auf ber bie ®etaben 
iben @eraben t^itt man entgegengefe^t f|(eii^e 
X ©ann (inb (^tanim. §. 5) 
^AB gteidb unb ä^nlit^, b. ^. NB = OB; 
UO gteii* unb ä^ntii^, b. )). NC = OC; 
W fllei(^ unb ä^ntit^, t. ^. S. NBC = 0£C; 
3BD glei* unb Ä^nlic^, b. (f. iVD = OD; 
AD gtei^ unb ä^nli^, b. f). Sffi. iV.4D = DAO. 
NAD re*t. 

nn bie gbenen ß, y ju einer ©eroben a nor> 
fid^ nic^t ft^neiben. Eucl. XI, 14. S)enn eine 
bie ©erabe a enthält, fi^neibet bie (Ebenen ß, 
®eraben a normal finb unb fic^ nti^t fi^neiben. 

obe AB, AC, AD eine ©erabe AN in bemfet« 
)en, fo liegen fte auf einer @bene. End. XI,5. 



iiclib'fcbt Semri« Iff rodttäuRget als ber ^iet gegebene, 
t&xüU (Srelt* 9- 45 p. 35) Bortommt, Sin anbetet 
greom. V, 4) auf ©äfee gegi^nb« »orbtn, bie bitftm 



i unb RS in Sßuncten, bur* 

: neuern ©eometrie ^at man mei 
gegenfeitige ijage ber gtguren 
©äften untetfc^ieben, mefd^e bie 
iie^ungen oon ataumgrßßtn in : 
I Sltt ^anbeln Don aia;)^if(^i 
ifte bet anbern 2lrt »on metri 
de. Man fann bed^alb bie ge 
trennen, in eine ©eometrie bet 
ttie bee SKages.') 
ecften gro^^ifc^en ®äH iveii^' 
n betreffen, laffen eine getttffe \ 
lefeS ber SDualität (Meciprodt 
g aud einem @age ber i^m ju( 
e^t, wenn ^uncte unb (gbenen 
tilit^: 

Serabe a, b, bie auf einer Sbei 
)ur(fr 2 ®erabe a, 6, bie einen S 
eftimmt C^lonim. §. 1 unb 2). 
ßuncte A, B ift eine ®erobe A 
eine ©erabe n^ beftrmmt. 
Sichtungen tft eine (Stellung, bu 
nt (4). 

®eräbe a unb einen $unct B, 
eine Sbene aB beftimmt. Iiu 
(Deiche bie ©erabe nic^t enthält 

luncte Ä, Bf C, bie nlt^t auf ei 



bnij »rief an *ugtn8 1619 ©efit 
Dtimcnbe u. 9. (äteug Bepert Co 
proj. 5 ff., t)CT bie au8brtt(äe „gtop^ll 
i @»ni. b. Sogt, e^aeUS Aper; 
rie de poaitiün ^anbtlt nur Don met 
f bn SJuflUtat ift iutxft in rattrifier 
[einem JolQtb«i«( (§. 4) oon »letc 
cbtn. Setgl. S&aSUS Ap. hirt. p. 
). Eafftlfee »mbe umfaffenb üi gmp&i 
luftn erft im Anfang bcS IStoi 3a^[^ 
i^nins Hr Senennungtn „$i>l tiner i 
ctS" unb „3)uoHtät" bur* ©etfloi 
t n. ^tUdei. SSergl. S^aeieS Ap. 
Sualifmuiaen .finben m bei ^tigot 
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Sbenen a, ß, 7, bie nid^t eine 

moit (6). 

, ob bie ^uncte, ©etaben, (Sbf 

iegen. 



)e öon Sbenen unk 



ic^ fii^neibenben Oeraten einer 
(e ber läbene, b. §. ju jebet 
3öin= ^ 



>e ^/? 
■ffljtti' 




ABC , 
^enlel 
1 AD 

i^neibet. ätuf ber bie Oetaben 
^eitt man entgegengefefit gieii^e 
(^tanim. §. 5) 
ä^nli*, b. ^. iVB = OB; 
^xiüd}, b. i NC = OC; 
<mdf, b.^. m. NBC= OBC; 

a^tttiO), b. ff. ND = OD; 
Jülich, b. ij. m. NAD = DAO. 

ß, y )u einet ®erobeti a nof 
*tt. Eud. XI, 14. ÜSenn eine 
^nt^It, fc^iteibet bie Ebenen ß, 
nal ftnb unb fic^ nl^t fc^neiben. 

lö eine ®erabe AN in bemfel' 
: auf einet S6ene. Euel. XI, 5. 



it wtitlKuftger atö b» ^itt gegebene, 
. 45 p. 35) bOTtomint. Qin anberer 
®ä1je gcgtUnbet »oiben, bie bie{etn 



SUnftrt $uc^. iStnctnnctrie. 

auf BAC, fo ((^nitten fi* bie S 
ÄE, unb bet SBintet iV^E toäti 
1 bie ©orouafc^ung. 
teiltet SEBmIel um einen feiner ^ 
6e(i^teibt bei onbere ®<^enfet ein 

Rcrmofen einet ffibene liegen auf i 

Eucl. XI, 6. Ble^t man auf 

molen AB unb CD finb, bie @ 

ber ©etQben AC, unb mac^t n 

JECA ^ FC4 b. ^. EA = FA, 

b. ^. EB = FB, fofgrii* E( 

yaßintet ßCE ted&t. Sugteit^ 

^CE te$t; fllfo liegen CB, Cl 

(2), wä^renb bie ffiinlel DCA 

) ncvmat ju bet Sbene ^CE, u 

A normal ju ber ®etaben CA f 

ber @&ene 4CE. Eucl. XI, 8. 

äbene ACE, fo läge AB' auf be 

Däre normal ju bet ©eraben Cj 

ber ebene ßC^ gegen bie Sotou 

SInntettung. Um bf< 

bun^ einen gegebenen ^unct 

3 re^te SBinfel ju conftruiri 

'ff conftruirt man bie teerten® 

außer «, DBF ouf ber @Bei 

gefuttite ^tormate. Tttnn B 

DBE, bie ju ber ®eroben l 

: fte^t (l). 

Siegt B außer a, unb coi 
befjen ©*enfel CD auf « liegt, 
ift BF bie gefut^te ^lormale. 
:n regten Sffiintel GCE, fo Ift 
$ aut^ BE. 

n eine <Sbem ß eine tßormale ein 
^ält, fo liegt jebe Slorma 
bet @t>ene « einen $unct g 
a, unb bie ebenen Reißen 
r:^^ fteUt. Eucl. XI, 18. 3ft 
^^ $unct ber beiben ©benen, 
SHormate bon a, DE eine 



: U0n 66tntit vnb i 

! eine ®erabe bei 
9 eine D^otmule 
FQ liegt auf «. 
I einet btltten & 
u bet britten ©6f 



einer ©erabeti fc 
enloinlel (ang] 
t merben. X>ie 
!en, feigen feine ' 
oer bie leiten ju| 

nXtvqö, latuB, c< 
Det 3Iäd»entDtnteI 
b, roitb bun^ ( 
^nng feftgefe^t i| 
I, b. ^. roenn be| 
n ^etrac^tet bte 
tönni gei^enb erfd 




t eine« ^läd^enit 
lenroinlel Bon eim 
wirb, ble ju ben ©eiten be« glä^cnmtntetö, ntfo ai 
(4) normof fte^t. aDer gegebene Semei« jeiflt, bo| 
eines ^Iä(!^enwinfete einanber gleich finb, unb bag { 
steige Siormatfc^nitte ^a&en. Umgete^tt (daliegt i 
(^enivintel gleii^ ftnb, tcenn fie gleiche ^tormalft^nitl 
def. 6. 



gOnfM SRttäi. € 

i feigen fpi^, rec^t, f 

@4(itettt)inte(, nienn 
men. Senn bie ®ei 
), \t> ift bet lütäc^tnn 
ig. Die »on einer 
inbern €6«ne gebilbei 

von ben beiben Sbf 
«Ben« CAD ein 9 
Die redeten SÖintel J. 
1, AK 5Hotmaten bei 
lÄ" einonber gieic^. 
Seroben AC, A'O auf 
ne fo liegen, bag bie 
A'D' je 180» betrag 

CAD nnb OA'D' ei 
bie ®<^ntel tiefet gl 
erfte^t untet bem Si 
[legen, einen Sinlet 
^ nai$ pätaQel unb 

[)Uii( gegebene ^unct 
Sefe^ Sinien von befti: 
i<$e in ben ißuncten 
mnfte A^, 5,, Cj, . 
:n)UTf) bet 9Iauni))uii 
ibene SfSt^e ^eigt bte ^ 
innjuntte gejogenen Si 
¥unde. ü^te gtgui 
gtgui ftnb, ^eigt bie 
'acfiften gällen nimnti 
dienten ®erabe, »et 
lattenen Sßrojectionen 
^ograp^tfi^e, ^tojectii 
e einer ©eroben piojiciren, liegen auf einet (äbene, 



ir Sbtiilbuna bn f<iictn6ann ^immctehtgcT gcbcan^t worben. 
[V p. 492. Snt lettn 3a6'^&wn*«rt natct bie au8 bem SUtn» 
)Ktie( auSacbJlbet; p bn am Qnbc bei IStin Sa^r^unbeite bie 
[Dmmntte befciriptiBt ©tornttrit (^rojectiDnile^K) ^injulan. 3" 
jc^ungen ^at perft SitSarguee um 1640 blt Vi^jecttonen gt< 
leit bie[(r amoenbung iji bmt^ 9Honge'« @^nl«, 6tfonb(tB aSn 
Hiibeiten (propr. proj.) tn ^ttteB Ci^t geft^t wotben. 



^i 



oeil alle ^uncte bei einet 
: tfttiett. 

IBtntt A unb B $unc 
__ 9iormalptoiectionen 
.sßrojidtenben AC ui 
bie ®etabc AB ml 
, paraUel, weit ble ® 
))aia(le( tft. S([fp ift 
aüelogromm, AC = 
inb £ $uncte ber einen ( 
i bie anbete @bene, unb b 
9uc4 bie|e((>en iSetia^tun 
Uele Sbenen t^eiten ben t 
ne ®i$i<$t (oouche) ^ei 
älbftanb ber pataMtn ü 
Städ^entDinfel mit einet ui 

i)- 

bem 91>ftanb non jivei 
eifte^t man ben ^bftanb 
n liegen, obei ben 3t&ftai 
: betfelbeu parallel ift u 
nb ber ^uncte, in ueli^eti 
aben normal gefd^nttten t 
®eraben a unb b nitfft a 
a $unct Don a bie ®eral 
bie @erabe d tiaraQel n' 
. A nur mit b 
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gjorraate ber (£b 
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inbt Bon S6tnen unb @ei 
ju ben parallelen üb 

Seraben a unb h ^a^ 
ib loetc^ «nbeie $uncl 

(?H, atfo JK > Öfl 

le Sbene nic^t normal 
i^iebtite Sßinfet, mit t^ 
ften \pi%tn unb ben g 
unter bem aBtnlel, 1 
[et, toetc^en fie mit i^ 

tion bee ^uncte« A, 1 
bie geflekne ffibene, b 
Skne, bie man 
lä^reub nun bet 
^ft, fo it)öi$ft in 
bon bi« 2SC -^ 
t in bem rec^t- ^ 
otennfe AD oon 
Ittilnleltgen Xirei» 
CA finb. ailfo 
bei ©inlel ABD 

90" ift, fo ift -BD ei 

C unb DSC normal ji 

e SinM CBD unb C 

el ABD unb ^BE flii 

mit ber fibene BCD 

SJinfeta iVS^, ben bi 

ber @6ene mit bet ©eroben BA bitbet. 'Oiefer Ugtt 

in bec Dpti! ber SncibenjiDinlet beB ©tra^lö AB in 

ebtne BCD. 

«Bä^tnb ber SBäinlel CBD uon feiSjäO" nnb ba 
180» »äi^ft, fo fättt ber gläd^enminlet ABDC Bon 90' 
fteigt bann toieber bis auf 90". ^klft mon CF normt 



*) Encl. XI def. 5 nnb Optica 37 f(. 



SD wn 90» Mö 180" fi 
irfel AFC lDä(^ft Ben A 

3. .f egel, epUnl 

gerüblinige ^l&^e (^lai 
^unct gemein ^a&eti, ^ 
genben (Seraben feigen ' 
tixäie ^unct fein Sentti 
c^ fein Sentrum in 2 gi 
oie Wetattn einer gerabi 
ie gerablinige glÄctie etr 
aia ein Äeget Betrachtet i 
Die @bene lann als ein i 

e beliebige Binie mit eil 
nbeioegtid^ ©erabe aU 
tattoneflädfe (narfact 
[ä(^en gehört ber iRotai 

ftji^en ©intet« um eii 
b {Rotation cinti rechten 
ber 9Iotationect;ltnb 

um einen feiner ©(^enli 
^albtieifee um ben i^r 

n, welche ble Slje einet S 

Rotation^^äc^e in Greifen, beten (Zentren auf ber Ü^ 
!), unb wel(^e ¥otoIlet!reife Reifen. Die ebenen, 
bet 9iotattondfIäi$e enthalten, ft^neiben bte JRotationS' 

det. 14J. SDIoti nnUrfi^ieb fttigwinlcUge, net^bDintelige, |huti(f> 
id6 bei ©tü^e beS SSinttia , beflen ^Ifte bitr<^ »otation bta «• 
1 btn fflotattonSfläieti ge^STcn bic oon atcfeimebeB untCTfutttoi 
ifitoibt. a;i( oKannemert 9luf(a|Tiina b(6 ÄtflelB grünbet iit^ ^outit- 
toniuS Conica I def. I. 



158 gflntte« «iii$. ©ti 

3n bem etften gaMe »erben 2 Äai 
bie ii^tgen meiben t^eiie aitf bem einei 
feite geft^nitten ; ber Segetft^nitt befielt 
in« Unenb(i(^e fi^ erftredenben Sleften u 
ßoly, excessoa). 

3n bem jweiten gatle merben augi 
bei £egelf(^nitt bleibt mäf einer dtii^tuii 
(nu^^olij, aeqnalitos). 

3n bem bcitten gälte »eiben aU( 
fc^nitt ift seft^toffen unb ^igt etlj)>ti| 

Snmtilung. 6^1inberf(t)nitte fin 
ju bcjeic^nen. 3n bem befcnbern ^üt 
ben Tanten bes g^linbeiä paiallel tfl 
©treifen, beffen ©djentel getiennt, ober 
(imaginär) fit- 

IL. ^ie $uncte be« 9taumefl, ml 
gleiche Slbftdnbe ^aben, liegen auf eii 
Äußet {atpal^a, globnsj genannt toirb. 
ßentrum, bie ©trede jroifc^n bem ßentr 
bei Sugel ^ei|t ein dtabiuS ber jhtgel 
Sentrum ge^t, fc^ineibet bie Äuget in 
piinete (antipodes) feigen unb einen 1 
baS gentium ge^enbe @bene fd^neibet bi 
(Zentrum unb iKabiue bon bem Sentrui 
Deif(^ieben finb, unb bei ein ^aupt 
trele) genannt »iib. @in ^aupthei« t^ 
^etie, tßtiütt ^albtugeln ($Kmif)}^renJ 

9. Senn bei Sltftanb einei Sbeni 
nei ift als ein Stabind, fo totib bie 
jheie gefc^nitten, beffen gentium bie 9 
ber Jfugel auf bie Sbene ift. !Dle Stabil 
ten biefeö Steife« ge^n, liegen auf einen 
)}TDtedionen auf bie @bene finb Stabien 

Sßenn bei 9Ibftanb bei @bene Dom 
biue gleich ift, fo miib bie flugel no 
9lonnal))ioiection bed Sentnimd auf bie ' 



') 3)ie ausbrüdt, ^nlJtlteiB, ©egenpiiitc 
p. 46) dnaefO^tt Ujorben. 



Sflinber unb fiugcl. 161 

Iben gleiche ^Dtenjen i)at. ^nn bie 
j auf bie Äugeln (A), (B), (C) gleite 
eiie, beren ^Juncte in Söejug auf bie 
tijen ^aben, einen ^unct gemein. 
:tn Don folc^ei (^töge unb i^age {inb, 
en §aupttrei(e einen iöüft^el (^tanim. 
Sugetn eiuen iSüfc^el b. ^. eß giebt 
ug auf bie Äugeln gleich "^otenjen be= 
; reale ober imaginäre Stets, »etilen 
^aben. i£ine anbete ISbene fc^neibet 
I 8üf<^el Don Steifen. 

l gegebenen Runden A unb B gleiche 
le, loeli^e bie ©(rede AB notmal ^al= 
1 uHb B f^nimettift^ liegen (§. 2, 2). 
. A uRb ß ein gegebene» SJer^dltniG 
»e bie ©treffe AB mäf bem gegebenen 
mal fd^neibet (^lanim. §. 8, 6). 
enen 'Spunden A, B, C gleiche Stbftänbe 
eti^e bie @bene ABC im Zentrum ttS 
■ % 7). 

giebt e@ im äUgemeinen einen ^und, 

at, ba6 ßentrum bct Kugel ABCD.') 

»on A, B, C gleich fern finb, Ijat mit 

3 normal (falbiti, einen '^unct gemein, 

ift. Denfelben ^unct ^aben bie (äbe= 

ie 4 gegebenen ^uncte begtenjten ©tre' 

cfen normal ^albiren. &tenn bie ^uncte A, B, C, D anf einet @bene 

liegen, fo ift baS Neutrum ber Äugel ABCD auf einer ^formale bev 

@bene ABC uneublic^ fern, unb bie Äugel unterft^eibet fii^ itic^t oon 

biefer (Sbene. Senn inabefonbete bie ¥uncte A, B, 0, D auf einem 

ftrei« liegen, fo finb alle ^uncte ber {*leraben, VKi^t bie @bene beö 

Äreifeö in feinem ßenttum normal [dfneibet, Don ben gegebenen ^unc= 

ten gleich fern. 

'Semnai^ ift eine Äuget burd^ 4 ^uncte beftimmt, bie niä^t auf 
einem ÄreiS liegen; aljo aud^ burt^ einen Äreig unb einen baneben 
liegenben ^unct) bur($ 2 Äreife, bie 2 ''ßuncte gemein ^aben j. 0. burc^ 
bie Steife ABC unb ABD. 3mei Steife, bie in einem ^ßunft ficb 
fclfneiben, tonnen nic^t auf einer Sugel liegen, ^raei Steife, bie fii^ 



164 günftc« Sbnäf. Stereometrie. 

f^aftlic^cn ^unctc ber @bencn, metc^^c jtoei ber gläd^entotiifcl ai, ßS^ 
yd unb bcn 5Rcbenti)infet bc^ britteti i^atbiren, finb bic ßcntrcn ber bie 
t)ier ©benen berü^renben Äugeln, bie auf ben negatiJ)en (Seiten i>on y, 
ci, ß (legen. 

3)te übrigen 3 ))on aüen bie 4 (Sbenen berül^renben Äugeln liegen 
auf ben negatiben ©eiten bon jebedmal jtoei ber Sbenen a, ß, y, ö. 
Sf)Xt Zentren finb bie 'gemeinfd^aftUci^en ^uncte ber Sbenen, .meldte einen 
ber g(äd^enö)tnlel aS, ßö, yö unb bie 9le6entt)tnfet ber beiben anbern 
l^albiren. 3* ®- ^i^ Sbenen, »efd^e bie 5Rebenn)in!et bon ad unb ßd 
l^atbiren, fd^neiben fid^ in einer ©eraben, bie mit einer Sbene, »eld^e 
ben gläd^entt)in!e( yd f^atbitt, einen ?ßunct gemein l^at. I)iefer ^unct 
liegt enttoeber in bem ©d^eitetoinfel öon yd b. i. auf ben negattben 
©eiten bon y unb d] ober in bem gläd^entoinlel yd auf ben negati^)ett 
©eiten bon « unb ß b* l. in bem ©d&eitelminlel bon aß] ober er ift 
unenblid^ fern in ber SRid^tung jener ©eraben, toenn fie mit ber ben 
i^läd^eniointel yd l^albtrenben Sbene paxaüti ift. S)iefe(ben Semerlungen 
gelten bon febem ber beiben anbern Sentren. SSon ben brei letjten Su«' 
geln tonnen alfo eine, ober jtoei, ober aQe unenbtic^ gro^ fein, unb bie 
4 gegebenen Sbenen in unenbtid^er gerne berü^iren/) 



§. 4. e))Hrit.**) 

1* ÜDurd^ jmei ^uncte Ä, B ber Äugel (unb bereu ®egen})uncte 
A^f jBj) ift ein ^auptfrei« AB beftlmmt. 1)urd^ jtoei $au})tfreife a, 
h ift ein ^unct ah (unb beffen ®egent)unct) beftimmt. 35enn bie ^uncte 
A, B unb ba^ ßentrum ber Sugel beftimmen eine Sbene, auf ber bie 
®egent)uncte ^,, B^ liegen, unb toetd^e bie Äuget in einem $au^>tfreiö 



*) 3^on ber erften ^get, »cldffc 4 ^Benen bcrüljrt, ^t tjermat gcljonbclt 
(Opp. p. 77), bie übrigen Äugeln fontmen bei Sagtange sur les pyram. 24 
(Mäm. de Berlin 1773) toor, genauer bei generba^ (bie breierfigc ^öromibe §. 
36). 3)ie ^lufgabe, eine Angel }u confhniren, toelti^e 4 gegebene Ebenen berül^tt, ift 
untergeorbnet unter bie oEgemeinere Aufgabe: eine ^gel ju conflmiren, bie mit 4 
gegebenen ^geln gegebene Sin!cl bilbct. 2)ie gegebenen Äugeln fönnen ^unctc 
ober Ebenen fein, bie gegebenen SBinfel fönnen berf^toinben. ^ergl. ^aScat Oeu- 
vres ed. Lahure n p. 396 SWiquel Liouv. J. 11 p. 75. 

**} 2)ie Äugcl ijl im frül^cn Slltertl^nm für bie ©ienfle ber «jlronomie al« (Eon- 
ftmcttonSfelb betrati^tet unb unterfu(]^t »orben. SluSfül^rlid^e abl^anblungeii ber 
f:()]^ärifÄen Oeometrie loon Xl^eoboftu^ (Ite« Sal^rl^nnbert toor <5br.) unb 2Äene« 
lau« mnfang be« 2ten ^a^^rl^unbert« nati^ (£^r.) fmb übrig geblieben. SBcitcren 
3utoa4$ bat bic @^^äri! burc^> SSieta, ©nelliu«, ©irarb, iSuler, SejeK er- 
palten, ^efonbere S3earbeitungen ber ©pl^äri! finb crjl in neuefter 3wt öon (L J. 
0^ul) 1833 unb ®ubermann 1835 erf^ieneit. 




Site ©benen ber §auptlretfe a, h 6a6en bo« Sen= 
ein, folglich fc^neiben fie \\6) in einem ©tameter 



iter ben fp^tif^eit Sinien bet ^aujstheie btefefben 
Ble unter ben planen Sinien bie ®erabe. 

rte Ä, B unb beten ©egenpunrte A^ , s, t^eilen 
$)auptTreiÖ in 4 SScgen, AB, BA^, A^B^, B^A, 
genbe fupplementär finb, b. &. ju einem ^atbfreiö 
.etrennte Bogen, ipie AB unb A^ B, , (inb einanbet 

fe t^ei(eu bie Äuget in 4 gel« ^ 

intel*) genannt. 3)er Sinfel, 

, bie Jöaup'fcetfe AB unb AC 

lelc^en bie in ^, ^, bie^aupt" 

•xa^ieaAD \m^ AE, A^D^ unb 

en ADE unb AiD,Ei bt(ben 

5Run finb bie Tangenten AD, 

ixmat iu beut !X)iametet AAi, 

u ADE, jl,Z>,E, normal ju bem I)iometet ^-4, 

Sintel DAS, öi^i£, finb giormalfc^rtitte beS 31ä= 

(§. 2, 5), in Welchem ber fp^ärift^e SBinfet ABA, C 

;en ^aupttreifen a, h unb bie Don ben ^aupttreifen 
fc^nittspuncten gebilbeten ffiintef gteic^ finb, \o finb 
a, b unb bie Bon ben @6enen r, d eingefc^loffenen 
(§' % &)/ unb bie in biefen f^läc^enuiinfeln ent^aU 
t{e[ congruent. '3^emna4 ift ein ((i^ärifi^er S93inlet 
ftirarat, meieren bie t^n einfd^Iießenben ^aupltteife 
^fi^nittSpnncte btiben. @ine J^olbhiflef ift ein ge^ 
ßinfet. Unter ben bier bon jraei ^auptheifen ge^ 
ffiinleln erfd^einen jhKi folgenbe al6 9ie6enn)infe(, 
Jc^eltetoinW. 

:te ber äuge[ A, B, C (unb beren ®egtnpuncte A,, 



1 fn6äri(4eS Saeiedt", weil unta jmti *|!uncteii bet 
K »er^anben werben, »on benen ni^t einer befi anbem ®f 
(G^ora. Vn, döf. 9) nennt ben fpiärif<!ttn SQJinld fuaeaii 



giinjte! Sßuc^, ©teteoi 

[cte ber (Sbetien, meiere jivei 
benlDintel be9 britten ^albirei 
rü^renben iJugeln, bte auf bt 

!n 3 Den aüen bie 4 <S6eneR 
len Seiten von iebeömal jmi 
nb bie ■gemeinft^afllti^en ^wn 
tel «tf, ßd, yd wnb bie JJebt 
e. bie <£6eneii, loel^e bie D 
>en fii$ in einei ©einben, ! 
[et yö mbirt, einen Sßund g 
in bem ©t^eitettvinfel Don ; 
mb S; ober in bem gtäc^enit 
unb jS b. i. in bem ©ctieitel 
in ber Siit^tung jener ©ert 
ä ^alSirenben ebene poraüel i 
tn ber beiben anbein (Zentren. 
eine, ober jmei, ober alle i 
enen in unenblid^et t$eme bei 



§. 4. Sp^drit. 

I jniei ^Juncte A, B ber fingt 
$mui3tlrei8 AB beftimmt. 
ab (unb beffen ©rgenpiinct) 
(Sentrum ber fiuge[ beftinim 
, Bf liegen, unb loeli^e bie 



Tjlen Saget, weti^e 4 ®6tnen 6ei 
ie Übrigen ftugtln fommen bei ! 

1773) »or, genauer bei geuetb 
£, (int Äugd 5« conpruiren, »el* 
et bit flUgmieintrt aufgabt: eint 

gegtbtiie SBinfel bittet I)it gt 

bie gegebentn Sintel fönnen Bttf 
n p. ;jt)6 äRlquet Lioav. J. 1 

ifl im trüben aitttt^mn für bie Sienfle bet aflronomie ate (Eon- 
cOf^ttt unb unter<u<bt rooiben. SuefSb^Ii^ abbanblungeti btt 
*ric Bon SbEObofiuB (JUS SoMuntert Box Qt&r.) unb aStne^ 
J 2ten 3a&ibüntert8 nocfe Sbr.) fmb ilbris 3(bliebtn. SBtttereii 
Sp^ärit buT* SBieta, ©neltiuä, (Sirarb, tfuler, «ejell er- 
i äßeatbeitungen ber ©pbärtt finb orji tn ntueflet 3"* ""f S- g. 
I ®ubtrmann 1835 »ftbicneu. 



enen bei ^aufitfteife a, h ^aBm ba« Cteti< 
(di^ ft^neiben fie fic^ in einem 15iametet 

fp^ärifi^en 8tnten ber $aupt!tei« biefetben 
t ben )!(anen Sinien bie ©erabe. 

? unb bete« ©egenpuncte A^ , B, (feilen 
reis in 4 Sogen, AB, BAi, ^,B,, B^A, 
ippleinentär finb, b. ^. ju einem Jiatbfrei« 
Sogen, mie AB unb 4, B, , finb einanbet 

I bie Äugel in 4 gel« , 

flenannt. SDet üßinfet, f^Z^^T^ 
nuptlteife AB mb AC "y/ \\ 
ie in A, Ai bie ^laupt- ja w \ ) 
D unb^S, ^,D| unb T l / y 

: unb 4,I>,E| feltben \\. /^ 
ib bie Sangenten AD, ^jiT '^' 

I beut !Ciattietei AA^, 
, AyDiEy normal ju bem !©iameter AÄ^ 
C§. 2, 2), unb^ie ©inlet DAE, D^A^E^ finb Jiormalf^nitle be« i5tä= 
^ennjintet« BAAi C (§. % 5), in ireld^em bet fp^ärifc^e Sintel ABA^ C 
enthalten ift. 

SDJenn bie »cn ben Itauptfeeifen a, 6 unb bie Don ben ^aup'I^ifen 
c, d in i^ren S)ur^fc^nittepuncten gebitbeten 93iinle( glei<$ finb, fo finb 
bie Gon ben Ebenen a, b unb bte von ben Ebenen c, d eingefc^loffenen 
gtä(j^ensiin!et glei«^ (§. 2, 5), unb bte in biefeu gläc^enloinfeln eiit^aU 
tenen fp^ärifi^en ©infel congrnent. "Demnai^i ift ein fp^ärift^cr SBJtnfel 
bnid^ ben SÜJintef beftimmt, meieren bie t^n einft^liegenben ^aupttreife 
in einem i^ter ©urc^f(^nitt6puncte bilben. Sine .^afbftigel ift ein ge« 
fJtedter fp&oriftier SBintet, Unter bea ßier oon jroei ^auptfreifen ge^ 
bitbeten fp^äiifc^en Sinteln erf(^einen jroei fotgenbe ale ^lebeniointel, 
jtoei getrennte alä ®cbeiteftointeL 

3- Drei ^uncte ber finget A, B, C (unb beren ©egenpnncte A^, 



•) Undatntlit^ „ein ftfeHi^if^eB Aiueitd", lotil unttt jmti Sßuncttn bet 
fingtl in ber Btfgel Jolitie Hiflanben tcnben, dou btneit nii^t tinn btS anbtnt ®i' 
Btnpunct ip. gegenbtt (Qeom. YU, i6i. 9) nennt btn fpfiäntcttn SSlnlrt fuaean 




günftee »u<^. Stereometrie. 

ie tilti^t auf einem ^aupttreid liegen, I 
c^e bte Suget in S gelbex t^eilen, fp^ü 
nannt Die ©ogen') . 
bie Spunde A, B, C bei 
feigen bie Seiten, bte i 
, ren gemeinfdtiaftlid&en *Bi 
flebitbeten Sinlel ACB, 
SSintet bee fp^ärif^en 3 
^etßt gteic^fi^enletii 
einanber gleit^ ftnb, gl 
btei Seiten einönber gtei 
nenn eine ©eite ein Du 
lelig, loenn ein Sintel 
Dem [p^ärifc^en Dreled ABC gel^ßren 1 
xoeii)t€ mit bem Dieiett bei; Steige na 
it; 2) 3 5iebenbteiecte, ABCj, BC 
ied bei Steige naüf eine ©eite unb l 
[eic^ ^aben, mä^renb bte üBrigen ©eite 
inb; 3) 3 ©(^eltelbreiede ^S,c; 
iede ber ^Webenbteieie. 
t einem fp^ätifi^en pjol^gon oerfti 
iMuptheife eingeft^Ioffene gtgut, roeti^e 
^uactt ber Sugel, ben elften mit bem j 
erften, »eibinben. Die au6btüde © 
en »erben in bet ©p^äril ntte in ber 
Unterfc^iiebe, ba^ 5'""*''''^*'f*' ^"8*' *" 
ne treten. 3" i^ber fp^ätifi^en giflut 
bie gigur ber ®egenpuncte ber gegebt 
gißuren, meti^e mit i^ten ©egenfigurer 
tirelfl ift feine eigene ©egenfigut. 

ein fp^ärifc^eä Dreied unb fein ©eger 
i(^t congruent, unb nur bann congtuei 
itelig ift. eine fp^ärifcl^e gigut ift mit 
ic^ unb etttgegengefegten ©inneS ($(anii 

nur bei 9tei^e mdf g(ei<$e ©eiten unb 
[fi^en.") 



ter aSofien f^lti^t^in »etben in bev ®P^Sril 
Sie Benennung fii^ürifil^ee 2)itie(t tom 
»bl ober 6ei aJienelaufi Dot. 
iji bell alten Oeometeni nic^t entgaitaen, tu 



. i. ©p^ärit. 167 

SßJintel C be« 2)reled« ABC auf ben 
d,s,C|, fo foUen bie 000«" G^> GB, 
; aber ee fäQt uebet ^ auf £,, noc^ £ 
:;,£, = Cß ifi. ginein iBettat^ter, bei 
bie fi(^ eiitfprec^enben Seiten ^ß, A^ B^ 
luriidlegt, liegt C jur Sinten, Cj jur 

ir Angel, P bie aiormaljjtoieetton con 
bie ®etabe OP bie Sugel in D uub D, 
Iireiecte OPA, OPB , OPC gtei* nnb 
!in!el POA , POB , POC, aU auc^ bie 
®ie gleic^fi^enleligen fp^ärifi^en !X)ieieife 
6er mit i^ten (Seßenbreiecten 0,^1, Bj, 
naä) gleiche «^läc^en, a(fo finb aut^ bie 
lattbet gleii$. Sßergl. ^lanim. §. 9, 9. 

lärift^en SDveied bie ©eiten unb ©inlel 
agen, fo ift bie ©untme feinet SQintet 
iffetenj jirifi^en biefer ®nmme nnb 180" 
|en ©teiedö. 3Die gläije beS fp^ätift^en 
S. jiDeired^tnjinletigen fp^Ötifc^en ©teied« 
ler ©fce§ beS gegebenen fp^ärifc^en ^xd-- 

! ber fp^ätifc^en Eintel (2) ABA,C, 
bie BPH bem §üuptftciä ABA^Bj einge^ 
jet ber ^unct C liegt, um bie ©reiede 
cägt bie Summe bet S5Jin!el BAC+CBA 
'S)xtkdt ABC m^AfBiCf ^aben gleiche 



cen Songnienj nii^t not^rootbig uabuuben ip. 
anoid. et Sph. 20. ®ie tpätet bigreeil«! tt6et» 
n ffirtieitt unb (eineB ©tgcnbreiedB »atbe unter 
; Bon Segnet 1741. seergt. filiiget mat^. SB. 
bi( ©leiftBeit Itnet Incongrucnten gläi^en ^ot 
oufltänbif^en SWoi^emotiter ev^Uen wnb in ben 
lg. isao) mitget^eilt. Sncongniente gleite unb 
% nat^ Segenbte (G^om. VI, def. 16) f^m-^ 

arb (luvontion nonvelle en algibre 1629) 6e> 
lOUtonimen bereiefcn 6<it. SJ^it bem obigen ein- 
»on SnOtttiert (Directorium generale urano- 
metricnm 1632) mlinet^eilt. ®ie Seget jüt bie »ete^nung b« 0fai:6e tineB Ip^ä^ 
rif^en »ßDl^äOne wirb oon »loSciuB apolt^ia Aiistot. et Eacl, 1690 p. 18 „ei 
antiqnis in vitellonem notis" angeführt. Sie[e ^inroeifung foreie bie 9!otij bel- 
felSen Stutorä p. 79: deinonstratio amplitudiniB anguU aolidi refertor ab H. 
Br^o ad Th. Hamotnm — ermangeln HB jegt bet mcitem löepätigung. 



i^nftrt ©n^. ©tewometr 

fotj^li^ tft bie bot)peItE ^l&dft AB 
bet genannten btei fpö'iiifiiei' 35B'i 
irif(^er SBintel, beffen ©ti&entfl tu 
A + ACB — 180" Con einonbei 
luptlrei«, toelc^er bie ©t^entel ei 
ben fp^ärtft^en SBinlet in jmei f 
einet nemeinff^aftUt^en ®afi«, a 
1 unb 4). Die gleic^Menletiae« 
Ebe8 Bon i^nen ^atb fo fltot oft 
5lä($e eine« fp^ärift^en "Dwietf« fci 
järifi^en Xnreieite gleicib, beffen 1 
1 fp^ärifc^en 'üreteds ift. 
tung. Sßenn fp^ätifi^e !tinied 
1 ^aben, fo ^at bü8 Dreiecf ber 
auf einet iinenblicl& großen Sn< 
entließen ©fcefe nii^t ^aben, bie 
^toinben. *Stn unenbltt^ stoßet §■ 
itbtift gtogefflugel p(an, wenn get 
[ic^en Stnna^me bei itvet paxaMa 
en butdjfc^nitten fmb, bie ©«mme 

.^eit ber fpprifc^cn glätten toit' 
eied genommen, beffen brittct SSinl 
n man nun, toie genü^nttc^, untei 
fifi^en gtüijenein^eit, unter bem 
i^eit »erftel^t, fo ift bie glücke be« 
>ic^. 

ift ein fp^drifi^er Sßintel bcpptU 
elc^em bie i^n einfcftßeßenben $( 
&e eines fp^ärift^en ^ol^gons Boi 
: auf '^Jlanim. §. 9, 10) bie ®ui 
n — 2). 180". 
Bei fp^ärifc^e 3)retetfe fl(ei($e @u 

fie gleti^e Stächen, .ffljenn jioei ft 
tx aSinfel ^aben, fo finb i^re gli 
) um eine ganje ^nja^t oon SGieri 

$iaupt!reife, tvelt^e einen gegebi 
jn bur^ einen ^unct (unb beffen 
npol) beö §auptfteife8. 3 
jouptfteifeö mit feinem ?oie nerbi 



4. ©pWril- 169 

Bon einem ^uticte ber ffugel aasge^n, 
3et polare beS ^uncteä (utib be« 
ben ?unct ge^enben ^Qujjrtteife f^nei« 
rmat.*) 

oefd&e jur gbene be« §auptlreifea nor- 
fiwfiet gemein gilben, fi^neiben ftd& in 
^aupttrelfeß (§. 2, 4). 
Einem iftabiu« ber ftuget normal ftnb 
, liegen anf liner ®6ene (§. 2, 2), bie 
unb gu ben benfelben 9?abiu8 entl&atten» 

^au))ttrei(e8, inbem man tn einem 1>t' 

lormolen ^auptlrei« jte^t unb auf bem= 

KU Ouabranten abff^nelbet. 9Äan fin» 

iibem man üon bemfef&en qu8 einen be» 

iieoigen uuobranten jie^t unb normal ju i^m buri$ feinen Snbpunct 

einen normalen §auprtrei« legt. 9Benn ein ^unct ber ^ol eine« ^anpU 

feeifee Ift, fo ift ber ^anptlrei« bie polare be8 ^uncte«. SBenn |)au)>t- 

heile bun$ einen ^unct ge^n, fo liegen t^re ^ole auf einem ^atxpt= 

frei«, ber Sßotare bes ^wncte»; roenn ^itncte anf einem ^ouptlreiö Itc 

%m, fo ge^n i^te polaren burc^ einen ^untt, ben ^ot bee ^aapU 

iMifee. 

7. Ser Sogen eine« ^auptfreife« ift bute^ feinen SlnfangSpunrt 
unb enbpunct unjweibeutig beftlmmt, menn ber ©inn gegeben ift, in 
»eitlem ber ^oubttrei« Don bem ?lnfang6punet bis jum (änbpunct burd&' 
laufen tverben foO (^lanim. §. 4, 6). SSä^renb man auften auf ber 
conbeyen ©eite ber Sugel ben ^aupthei« in bem Dcrgefc^rlebenen ®inne 
jurüdlegt, behält man einen fetner ^ote (^ol unb ©egenpcl) jur Sinlen, 
ben anbem jur 9le(ftten; unter bem ^ol befl 5">"Pl^*'i^ ("It ber jur 
Sinfen tiegenbe oerftanben toerben, wenn bie Süßlnlel (tuf ber finget 
burd^ tinföum ge'^enbe ÜDrefeungen befi^rieben ttetben. !Bemgcmä§ roirb 
bie polare eine« ^uncleö in folc&em ©inne burdilaufen, baß ber ?unct 
ber jur öinten Itegenbe $ol feiner polare ift.**) Unter biefen ajorau«» 
fefeungen gilt folgenber ©aß : 



•) Sßeobo». gph. L aJernt bie anmething jii §. 1, 9. 3>ct au8btuc( „ffiol 
tuite ftceifeS" tommt früher j. ©. Ui att6ime6(8 öw (Sugel unb «?tinber Ü), 
unb bebeiitet ba8 fp^^ärifc^e Stntniui beS SreifeS. ©. unten 12. 

") Huf bitft »iÄtige Unteififidbung ^at ®üu6 (Disguis. Kcnerales circa sn- 
PorfioieB curvas 2, VT) aufmeiffam gemalt, SSeral. @*ulä ©p^Srif I, 12. unb 
äKS6iu8 anal. ©p^SrH 16 unb 18. 



gttnftrt Süi). ©tertomettie. 

n jlcei $au)>t!Tetfen eingefc^toffcne i 

lagefi^loffeiten ^oseii gleit^, beffen 

®ev Don iWet !|Juticten cinflefc^fofft 

en eintie((^li)f[enen aöinfe( flteict, \ 

ift, — roobet um ber Äütje miÜen i 

^nttiroinlete gefefet ift. 

6. SBerben bie burcf» .^4 fle^enben 

^unclee Ä in B unb C gefd^nitte 

be9 in Säitxaäft l 

unb ^C je einen i 

ift bet Sogen BC 

ber )u i^m ge^6ii 

5Ronnalfc^nitt beö 

^auptfreife etngefd 

(§. 2, 5) unb bem 

gleich (2). SBetbt 

pon 4 in bem (»eflii 

bianten 50 unb C 

ie ^oU Don AB unb ^C, unb m 




DE = 



5C. 



I einem fp^ärif(^en Trctiei ABC ge^ 

tarbteied) A'B'C, betgeftatt, bag n 

jS', C bie ^ole be 

fonbetn aui^ bie i 

... bie polaren ber 

/\ mithin -IßC miebf 

gütige ^olarbreiei 

Bon BC, B' ber 

flen bie Sogen Cj 

biet Quabranten, 

lann in (olc^em ® 

baß fein ^ot l| 

5Die SBinlet 

Steige natu) <Siupp 

^olarbtcieile. J 

offene SfSintel ift bem ton t^ren ^ 

Jogen glei^ (7). 9iun ift A" ber g 

^" = 180« folgti* u. f. ip. 

bie anmertung jii g. 1, 9. $otatbreie<b 
: genannt @ubeiniann nitb. @p^rit i 




©P^rif. ■ ITt 

ber *perirattet be« ^olorbreied« et« 
jßintet be« !£)reieiö «, |J, y, bie ©ei* 
rab, (o ift 

= 180«, y + c- = 180", 
_ ((,' -f- b' -I- c-) = 360», 
le« Slreieä?, baö anbere ben 'ßtxime^ 



ir s^^ürt eine ^otatfigur, beten 

et ©eiten bet giflui flnb, unb beten 
I bet ^uncte bet gigut finb, Senn 
iSoflen Don §aupttteifen befte^t, fo 
lino i^te 'ssenm ave Betic^roinrenn Hein unb mit betü^tenben ^aupu 
heijen jufammenfaßenb ju bettac&ten, beten $oIe auf bem ^etimetei 
bet ^otatfigwt liegen, ©ne fp^ättfi^e gigut ift bie ^ölaifignt i^ter 
^olaifigut. 

X)ut(^ B^f'^t^^^tf^'i")) ^^'^ gigut aus !Cteieden ftnbet man, ba§ 
bie gfäd&e bet fp^ätifc^en gigut unb ber ^etimetet i^tet '3ßc(atfigut ju 
360" fi4 etgänjen (8). 9(uS bei Quabtotui ber gigut toitb bie 3iec= 
riftcotion ber ^otarfignr gefnnben, nnb umgefe^rt. 

3ebe <gigenf(^aft einet fp^ätifc^en gigut lann au^ alä ©igenfi^aft 
i^ret ^olaifigui bettac^tet »erben, unb giefct oetmöge be« äKf^i^wen' 
^ngd beibet giguren eine jugeotbnete Sigenfctiaft bet utfptüngltc^en 
gigur m erlennen. 3n bem Muöbtud bet jugectbueten ®igenfct»aft fte^n 
^wupttteife an ber Stelle »cn ^uneten, Seifen an bet ©teüe Don SBin= 
lein, ^etimetet an bet ©teile oon gtäi^n, unb umgefe^tt. Xiie Sigen« 
fi^affen bei fp^3tifi$en giguren finb bual.') 

10. Unter ben ©igeufi^aften be« gemeinen fp^ätlfd&en S)teieil8, 
beffen Seiten unb SSJintef einjeln 180" nii^t erreic^n, finb ju etroä^* 
nen caKenetau« Sp^- I): 

I. a>ie Summe bet SBinlet ift grBget ate 180". 'Die Summe 
ber Seiten ift Keiner aU 360". 

33 e lue ig. SDer Sfceg be« fp^ärifc^en Dreiedfl ift oben (5) naäf 
getBiefen roorben, ©er f etiinetet befl 'DreiedS roitb buti$ ben gjceß 
beä ^jotarbteied« ju 360" ergQnjt (8). 

11. @in Slu^enttintel ift größer alö bie ©ifferenj, Keiner al« bie 



*) Sie $DTairfigar unb bie Stjie^unti t^rtB *prainelete jur Slä^e btt ? 
fmb(t moit erwähnt bd ©^ulj ©p^ärit I p. 21 unb U p. 241, Urtr bie 3 
lität Mtal. ©ergonne Sinn. 15 p. 302. 



gÜnftcS SEhic^. ®tmemetiic. 

rr 9Binfe(, wütUft ni(^t mim i 
5)ifferenj, fteiner afe bie @wi 

^aben im Dteied ABC bie SJt 

!« Mei^e no(^ «, ft y, «, i, ■ 

I) 

f 180" — ß + 180" — Y 

f 180» — J + 180» — c 

> |3 — «, « — 6 < c, u. (. 

> 180" — y. 

i. 33et fleinere ©ogen eine« 
[nie, bie auf ber Sugel jmlfi^e: 
))iebt ben fp^ärifi^en älbf 
t lörjer oI« bie aii« Sogen Boi 
h CA, BC -h CD + DA, . 
nt au0 unenbltt^ Diel unenbl 
jenb mit irgenb einer fp^ti| 

mt 

n Sßtnfeln lieiien gleii^e Seiten 
größere ©eite gegenüber. 

lenüber; ber größeren ©ette ti 

Benn im 'Dreied ABC bie 9Bi 
!t baS SJreied ABC fein ©cgi 
5 mit A, »eteint. «Ufo ift 

SßJenn ober ber Stnlet a 
man ben ©infel EBA = BAC 
9!un ift CE + ES > 5(7(1 

SSenn bad 't^reied jmei gleid^e ^inte[ f)at, fo ^at 
fein ^otarbreied jicei gleid&e Seiten, n, f. n>. 

3lnmertung. 35ie Summe bon jlpei SSinleln 
ift jugletc^ mit ber @umme ber gegenübeiUegenbea 
er oben fo groß, ober größer al8 180». ffienn j. ©. 
ffiinlel ACB + BAC<i 180», fo ift in bem Sieben- 
Sinfel CA,B<BCAu folglich bie ©eiteBC<B^„ 
< 180». 



ICreitäe juei «Seiten unb ben eiit= 
< g(ei4 fabelt, fo fmb fie gleich unb 
cirtte ittei ©inlel unb bie baranlie» 
^aben, fo finb fie gleich unb ä^nlic^. 
eiede bie brei ©eilen ber 3tei^ nat$ 
itb ä^nli*. äßenn jn>ei fp^rifc^e 
■■ mä} gteic^ ^aben, fo finb fie gleid^ 

nen iBebingungen finb bie 'S^xtitdt 
■ \ixa>; bagegen lann bad eine Xireied 
breied beden, menn bie ailreieife ent* 
jmeite ©a$ mirb auf ben elften ju« 
2. !Die 3u[äBe werben burc^i 2ln> 
■en Dreieden gelungen ^olatbreiede 

^en Sreied jniei Seiten unoeiänbert 
ntel toäc^ft, fo wä<$ft au($ bie i^m 
einem fp^ätifi^en ^eied jwet ZBin* 
iiegenbe ©eite »äi^ft, fo ttöi^ft onc§ 

i, 5. a)er äufa^ folgt au8 ber iße» 
tra^tung beS ^oIäi:breied& 

IV, SEÖenn in bem fp^ärift^en 3>ceied ABC ber ffitntel B rec^t, 
bie eine Satftete AB fpig ift unb uncetänbert bleibt, mö^reub bie an= 
bere Sat^ete BC uon biö 90" unb bann ton 90" bis 180" roät^ft, 
fo »ä^ft bie ^^poteuufe AC öon AB bie 90" nnb bann uon W bi« 
tSO" — AB, ber ber uubcränberlii^en Sot^ete gegen» 
öberliegettbe ffiinlel C fäUt öon 90" bifl AB unb 
jieigt bann »ieber bifl SjO". SBenii in bem fp^ärifcben 
©reied ABC bie ©eite AC rec^t, ber eine anfiegenbe 
^inlet C Ipi^ ift unb unceränbert bleibt, toä^cenb 
ber anbere anfiegenbe SBintel A oon bi« 90" unb 
bann oon 90" bie löO" mät^ft, fc fällt bet ber xtä}> 
ten ©eite gegeuübertiegenbe äßintel B ton 180"— C " 
bi« 90" unb bann oon 90" bie G, bie bem unteränberfid&en Winlel 
legenuberliegenbe ©eite AB fäUt öon 90" bi« C unb fteigt bann roie* 
)er oon C bi« 90'>. 

iÖemeie. Iiuri^ ifletrad^tung ber ju ben aSogen gehörigen Sen« 
lrtiüin!el nati) §. 2, 10. IWr Bufa^ wirb au« bem ^olorbrcied bee 
Orclei« A^B^C^ abgeleitet 




günfteg mä). ©tEttometric 

!ttuna. Sknn jioei f^j^ärifcfee Dve« 
n«fe mib eine Sat^te, ober eine xi 
:r uiib einen nnliegenben Sintel bet \ 
gleich unb ä^iili<^. 

ben ^ogen, tvelc^e cou einem $und 
bet fpifee unb normale bet türiefte u 
tanb be@ ^uncted com $au))t 
nb einee ^nncte@ uon einem $au)}th 
■.i\d)tn attftanb« con bem $oIe beS ^ 

©er $oI A bee §auptfrei[e6, beffet 
e ber Sugel ftarallei ift, i}at oon alli 
rifc^e aitftänbe (bergt. §. 2, 7), unb 

bee 8reifeS. :t)ie gleiten SSoflen 

it Runden beß Äteifeö oerbinben, ^e 

bien bee ^reifeä. <Sin ^au: 

>v ?u»ct beö Steifes notmal jt 

V bin« be8 "^unctee fle^t, unb 

.^-^M ftanb Dom fp^ärift^en Sentri 

1 biu8 ift, ift eine fp^ätifcin 

/ fee (oergl. ^lanim. §. 3, 5; 

>,,/ ftanb beS ^e\i einer fp^ftrif^ 

fe« Bon bem fp^ärifi^en 6en; 

iuö ju einem Ouabtanten. SSenn j 

bet einen um A befc^riebenen ^eie in u oetu^rt, |0 t|i 

= CS = 90". 

nnrte, meli^e »on einem flegefcencn ^nnct bet Äugel, mithin 
)er $oIare beS ^^unctee gleii^e älbftänbe ^aben, liegen auf 
I, beffen fp^rifc^d ßenttum ber gegebene $unct ift. £)ie 
t Äreiepuncte ^aben »on bem fp^Ürifd&en Sentrum gleii^e 
bftänbe unb bitten mit bet polare beS fpl^ättfi^en (Zentrums 
lel (7); bai^r berühren fie einen concentrif^en ((KiraUelen) 
^olarfigur be« gegebenen Stetfee. 'X)ie fp^ätiftl^en 3?abten 
t etgänjen fii^ ju 90*. *) 

onbere i)at ber einem fp^ätif(^n '^eied umgefc^riebene 
em *liolarbreie(i eingcfd^riebenen Sreiß jur *|Jolarfignr. I)te[« 
concentrifi^ (parallel), i^re fp^rifc^n Sfabien ergänjen ft^ 



[) ©pbürit Ii 44. S)et in ba ©eogtap^it f ogenannle Ißolarheie ifl bit 
I üuf.beritlbm §emilp6äte liqenben SQJcnbtheif««. 3)a: mit bemStiiua» 
treiB, beflfli aSrttte 45« btttfigt, (äKt mit feinem ^otortreiS juloinmen. 
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fp^ärifi^en Sentten bet Steif«, oon benen 
' umgeft^rieben, ber anbere bemfetben ein' 
Sreifen ber SRei^e nadj parallel; olfo ift 

biefer ffreife bem fp^Örift^en aibftanb i^ret 

^rifc^e ©e§ne be« Sreifefl iinb ber SJin* 

19 Berü^tenben 'polaren bet ffinbpuncte ber 

iu 180" (8). 5)ie grofete (tJ^oxtfc^e Se^ne 

M ffireifee; ben Heinflen Wtihi fc^ließen 

ben Subi^uncteR eines fp^aitfc^en ^iameterS 

ceied, toelii^eö oon einet fpfeärifi^en Se^ne 

mit ben )t)^ärif(^n Tangenten an ben ffinbpuncten ber Se^ne gebifbet 

luirb, ift bie Summe ber 6eiben longenten 180" ober meljt obet 

»eiliger, je na^bem ber eingeft^ioffene Sreiöbogen ein Jjatbfreie ift ober 

me^i obet loeniget (10, III. Slnm.)- 

la. aUenn bie ©pifee C be6 fp^ötif(ten 2)teied« ABC auf betn 
uuiflefdftiebeneii Steife ABC fit^ beioegt, fp bleibt bie ©inlelbifferenj 
BÄÖ + CBA — ACB unoeränbett. ©eieie^net man but^ M ba« 
f))^ärif(^e Zentrum, fo ift bie Süintelbifferenj 

= C£M + MBA -j- BÄM + MAC — ACM — MCB = WAM. 
SMefer lS)elt^ l^ängt nur bon ber Sage bea fp^ä» 
rifi^en (Senttuine in Sejug auf b!e S9afid AB ab, 
nnb betff^njinbet, wenn ab ein fp^ürifd>er Diamc 
ter bee tteife« ABC ift. Sßergt. ^ßlonim. §. 4, 3, 
aSenn bie iBüfifl AB beg fp^ärtfc^en ©teiedö 
ABC fif^ fo belüegf. bflfe fie ben bem "Dteied ein= 
geft^tiebenen Jheie nit^t anf^iitt ju berfi^reit, fo 
bleibt bie ©eitenbiffereni BC -{- CA — AB un» 
oeiänbett. ^teS ettennt man butc^ Settai^tung 
be« ^plfltbteied«, obet bitect auf bemfefben SBege, 

ber )u bem entfprei^enben planimettifd^en ®a^e 

fü^rt (^lnnim. §. 4, 9). 5)ie unbetänberttc^e 

©eitenbifferenj ift ber boppelten fpprifc^ien San* 

(jetife gleich, mel^e Bon C bt« an ben Sreie fii$ 

erfrrecft; fie beträgt 180", wenn ber jwifc^n SC unb CA Don AB bf 

rührte fireifibcgen ein 5)otbItct6 ift (12, 9lnm.). 

Umgefe^rt fctitießt man: '©ie ©pifeen ber fp^ätifffren X^teiede, 

iDeti^e eine gemeinfd^aftli<$e iBafie unb jmifc^en ber @umme bet Ww 

fei an ber ©aftS nnb bem iffitnlel an ber ©pil^e biefelbe Differenj 

^üben, liegen auf einem beftimmten Äreife, roelc^er ber fleineinfi^afHl(^en 




L 



PntteS ^uä}. ©tencmütii 

^rieben ift. !Cie iSafen bei fp( 
in bei @f)i^e gemein uiib jDJ^t^en 
e unb. ber SJafi« biefeibe Diffei 
en befttmmten ^eis, bei bem Si 
. SSenn bie äSinlelbiffeienj 
:• + Cß^ — ACB = BAD + 
^ M, iV bie fp^äitfc^en <£entien 
:ben, fo ift 2BAM = as^A', j 

i^en bei fp^ätif^ien '©reiede, ttel 
ei($e äBitilelfummen, mithin gleitet 
1 beftimmten Äieife (bem (8eje 
gen^iuncte bei i£nb)>uncte ber ^e 
n 3)reiecte, toetdje ben SäJinlel an 
etei ^aben, fxiü^ren ausfc^liegenb 
infc^aftlii^en Sintel etngefdfiieben 
BC, AiBiC^at man 
+ ACB- im" = 180" — (Cßi 
iebenbieieäen ABC, ABC, 

- AB = 360" — iAC\ ' 

eine 

AC, 

unD 

,><! f.ra 

bem 
mit 

)en AC jui ft>^äiif(^eti Slangent 
i, 5). atlfo ift bie glä*e be6 fp 
I matü (5, Stnm.) gteic*, roel^ 
et :©afig AS in A, bittet. 4Be« 
inlel C eingefc^iietiencn MxüS au 

<(i^ ift »on üetell entbctft uitb fotuc^l bi 
oiefen reotben: Acta Petrop. 1701, I p. 
j Segtiibre Geom. Note X citirt ttit! 
^at (Silier gegeben, ««gl' "nf" 'ß- 
n i&txi- Stnii. 15 p. 302) gtgebcn »or 




§. 4. ^p^nl ; 

bet fjjljärift^cn 2;anflentc CB bcffdbcn Steife« jufammenfaHt, fo tt 
B ein ^unct biefc« Äreife«. Sl([o ift bcr Perimeter be« frl^ärifl 
"Dreied« ABC gfeit^ ber bo})})etten fjjl^ärifd^en Zan^tnU au« G an ! 
fcn Ärei«. 

äJ{it $ä(fe bon Seieü'fd^en Steifen lann man f))]^atifci^e !£)tel 
confttuiten, bie gegebene t$(äd^en obet gegebene ^etimetet ^aben; t 
fatin ein f))I^Stifd^ed $o(^gon bon n (Seiten in ein f)}]^ättf(i^e9 $o(tgi 
Don n — 1 ©eiten unb bon gleid^et ^Vxdft obet bon gleid^em $et{ 
ter bettoanbetn, u. f. to.*) 



14« SBenn ein f)}]^ätifci^e« SSieted einem Steife eingefd^tieben 
fo ift bie ©umme bon jtoei gegenfibetliegenben SBinlefn bet ©un 
bet belben anbetn asinfel gteid^. SBenn ein f^jl^ätifd^e« 95iete(f eit 
Steife umgefci^tieben ift, fo ift bie ©nmme t)on jtoei gegenübetliegcn 
©eiten bet ©nmme bet beiben anbetn ©eiten gteid^. ©abei finb fo 
©eiten mit entgegengefe^ten ^n(Sftn ju nel^men, in ^ejug anf toe: 
bet Stei« entgegengefeftte 8age l^at.**) 8Bie *ßlanim. §. 4, 4 nnb 

Umgelel^tt fdj^liegt man: äBenn in einem f))]^ätif(i^en iBieted 
©umme bon jtoei gegen&betßegenben 993inleln bet ©umme bet beil 
anbetn ){BinIe( g(eid|^ ift, fo ift ba« äSieted einem 
Stei« eingefd^tieben. Senn in einem f)}]^atif(i^en 
SSiered bie ©nmme bon {toei ©eiten bet ©umme 
bet beiben anbetn ©eiten gteici^ ift, fo ift ba« 
93ieted einem Stei« umgefdj^tieben. Siegt }. Sß. 
B avL^cx bem Steid ACD, unb »itb AB bon bem 
Steid in B' gefd^nitten, fo ift bie ©umme bet 

JBinfel CB'A + ^J^C = DCB' + B'AD, 
CBA — B*CB < CB'A (10, II), ballet CBA + ADC < CB'A 
ADC + B*CB obet DCB + BAD. Uebtigen« gelten bie in bet ^ 
nimettie a. a. O* angemanbten ©d(^(äffe. 

!»♦ 3)ie ^auptlteife, toetdjie bie Seiten eine« fpl&ätifd^en !J)tei 
notmal l^atbiten, gel^n butd^ einen ^unct, ba« fp^ätifd^e Senttum 
bem 3>teied nmgefd^tiebenen Steife«. Die $an})llteife, mläft bie SE 
fet eine« fjjl^ätifd^en !SDteied« ^albiten, gel^n butc^ einen ?unct, 
fpUfätifd^ ßenttum be« bem !Dteied eingefd^tiebenen Steife«. SBie ^ 
ttim. §. 6, 7 unb 8. 




*) Steinet «ertöanbluna unb ^l^eilung fpBarifcJ^cr giguten burd^ (£onjlr« 
(Cteüe 3. 2 p. 45). SJergt ©ubetmann nieb. @^]^&rit 97 ff. 

**) itXtll Acta Petrop. 1782, I p. 90 unb 100. »ergl. Oerg. %m. 
279 unb 6 p. 49. ©d^ttlj ^p^vi I, 75 f. 

^ali^tt n. 3. «uff. 12 



SUnfUS Qn^. ©teieoinetne. 

iptfreife, a>t\ö)e butt^ bie ©dpum 
at ju ben ßegeitü&ertieflenben ©eilen 
unct.') ©ie ^(anim. §. 6, 9. 
Die Sogen, njeld^e bie ©pi^en ein« 
n ber segenüberlie^tnben Seiten \n 
1)it $uncte, in »eichen bie ®ei 
Den polaren bet gegenübetliegenben 
auf einem ^aiHJtfteiö, ber Sßolttte 1 

üßenn in einem fp^ürift^en 3itered k 
[ ju einanber finb, fo (inb au(^ bie 
äSenn in einem fp^ärif^en äJieied t 
fttägt anäf ber fp^ürifdie Ibftanb b« 
iegenben ©eiten fic^ fc^neiben, 90"." 

f))^ärif((eä Sieted ABCD, Wt{(^« 

fp^äri{($e 3)ieiede get^eilt ttirb, l 

unb S^ixliät, fonbnn oiu^ co 

fp^äcift^ee $ataUe(ogi 

gonalen beffeOien (aU>iien ein 

fdfen gentium S beS '^atoQe 

tiie ¥c(aifigut eined f 

grammg ift ein concentiifci^ed 

gromm. ©enn ber ^iiptficel 

fp^rifc^ Sentnun 8. gtfft m 

" bet, ift aui^ ju, CD necmal, 

CD gleite fp^ärifc^ie aibftanbe. Uli 

Slbftänbe bee SßuncteS B von ben- ^ 

?£» JU 90", folgli* liegen E unb G 

ii1xt\\t \t>, baß ES = Sa. (fiiwii f 

BC, ZJ-d ouf einem burc& S ge^e 

m. Saßev i(t EFG^ ein (p^cb^i 

j^ mit ^BCO. 

)ei folgenbe SBintel eine« fr^änf($ 



Sau W Ml» Ou€r«t ®ng. »im. 16 p. f 
fenung femiefMi ttorben. 5)eii conflntäi»« 
Mrif 68 3«e6en. SÜergl. unten g. 5, 3. 
(et ©erg. ann. 18 p. 195. ©ubetman 
net^al no^ fitrjtntanu'S äßitt^ilunf 
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«< * * 



i 4. ^pf^Ml 

g(ei4 pnb, fo ift ba« fj)^ärif<:i^c ^araöctogramm einem ftret^ eii 
fc^Ttekn ; rotm ä&ei fotgenbe ©eüew gleid^ finb, fo ift e« einem Ä 
umgefc^ulebe» (14)» 

Siie gegeiiiüerHegenben ©etten ^C unb DA, AB unb CD fc^ 
ben fid^ auf ber Notare be^ f)>l^ärif(i^en Sentrumd S. i^ejeic^net x 
\»u !J>ur^f«^nitt bon BC unb DA hnxdf T, feinen @egen|>unct bi 
'^if \^ f«>Ifl* öu« ber Songrueuj bct f<>^ärifd&en ©teiede 3€T i 
SA2\, ba§ /Sfr =-= T^S ^ 90^ ift 

Btt>ei folgenbt Cdpuncte be« f})]|jSrifci^ert Parallelogramm« unb 
®€gett:>)uncta ber beibtn anbem liegen «uf einem 2tü^. S)enn bon \ 
^avüfüui^, toetci^er burd^ S ge^t unb bic Seiten BC, DA ffalbitt, 
Un bie ^wncte A, B einerfeit«, C, D anbrerfeit« gleiche fjjl^ärifc^e ' 
flättbe, alfo ai\äf bie ®egen]pttncte C^^ Df einerfeit«, A^, B^ anb 
ftit«. S>a]&et liegen C, D, A^, B^ unb ^, jB, C^, D^ auf je eil 
Steife fo, bag bie beiben Greife ^egenfigurett finb. (Sbenfo liegen 
C, D^, Ai nnb D, A, B^, Cj auf ©egeitfreifen. 

Ueberl^au))! l^aben jn^ei ©egentreife, beten $uncte t)on einem $ai 
treid (älequator) beiberfeit« gleid^^meit alftftel^^ biefelkn Wiffsa]^ 
iDte in ber Planimetrie jmei Sinten, beren ^uncte bon einer ®eta 
beiberfeit« glei(i^n>eit abfte^n. SBenn ein ^au^tfrei« einen Sreid fe 
bet, fo fci^neibet er audf^ btn @egenlreid; ber i93ogen }n)ifc^n beirbei 
£)urd^nitt«))UH(ten mrb bon bem Slequator ^albirt, unb ber ^ai 
frei« bilbet mit bitt (äegtntreifea in ben !S>urd^ti(^nitt«)>ttncteni gle 
äßintel (@egemt)intel, ^ec^feltvinfel). 3Be»n }ioei |)au^tlyeife bi 
benfelben ^uiict be« Slequator« gel^n> fo fc^neiben fie bie 4^gentreife 
ben @d)>uncten eine« fpl^örifc^n $araQelog;ramm«. SSenn A ein ^i 
be« Steife«, DK ein »ogen be« ®egenfreifed ift^ fo 
beträgt in bem bon DK mit ben $au))ttrei«b0gen 
KA, AD gebilbeten üDreied bie @umme ber SS^tnfel 
fo ^iel at« bie ®umme ber in bem $unct A gebil^ 
Wen ©inlel b. i- 180«. ®enn AB, CD gjkic^e 
Jöogisn ber ©egenbeife, unb BC, DA ^auptfrei«^ 
b^gen finb, fo fmb A, B, C, D (gdt^uncte eine« 
fp^ti^ien $aralk(egramm« ,. unb b^k @umme ber ^inlel in bem 
ben beiben üB^gen ber ©egenfreife unb ben beiben Sogen ber ^ai 
«wi$e geWlbeten SSiered beträgt %mK ©euu CD, JK gleid^e 83o 
beffetben. Äreifje« finb, fo l^aben bie SSierede ABCD, ABJK gleiche ? 
^n C^lanim. §. 9, 2); folsU«^ ^abe» au<l^ bic jit)l^äri^en !4Drei 
ABC, ABJ gleite gtäd^en unb benfelben ßjceg, nämlic^ ben bo}>pel 
bon bem tret«bogen AB mit feiner fpl^ärifdf^en ©el^ne gebilbeten SS 
fei. SBeigf. ta. 

12* 




nfteB S3ii*. ©teteometrie. 

irifi^eii SJteieflen, weli^e 
Summe 180* ni(^t evteii 
bie ni^t gegebene <SeU 
ifea tft.') Unter ben f 
itel enthalten, beten <Su 
en 'Perimeter, in »eh^et 
i eingeft^riebenen Stti\ti 
d^reibe butd& ble ©egenpi 
B ben ftreiä, beffen \pi)& 
bie Seite CA ju 180" c 
forberli(^, bag .4ß < l 
+ ^£ < 180» {12, 2 
bent ftKlfefi,C4,, fo 
= ABC (13). 3ft nun 
DA \o gtofe at« Gd, fo 
AfE = AjC > A^D, 
ABE < ^BZ>, .1B£ . 
« .450 bie Sßlntelblffe«! 
Seil aber A^C ein fp^ärifi 
1 + ^, (13), alfo berfd&i 
ir Siiamet« beS Sreife« . 
Ic^en bie ^olarftgut tiefet 
gebenen Sßtntet ACB ben 
m gegebenen SStntel ju 
C£ gtBßet tft o(« ber iWe 
Slnm.), bflfe alfp bie © 
inlet me^r atd 180* bettö 
I f))^äiif$en SßinM ^C£ 
; ,1BC unb ABC^ fo, ba 
7( ben eingefi^riebenen ^ 
eines iCiametere Bevü^tf 
*Cj beut fp:&ärif(^n $)iai 
len ffirelfefl, ber 9ßintel C 
enen äSinlel gleich ift. 
elfe bas f^s^ärif^e SJreie 
i, fo ^aben ABC unb Di 
i), unb ber aBinfcl DEC, 
ana^t man ben Sintel 



a, 26. SJetgl. ©tetntr «vd 
itertt fiebtie&en. 



frl^ätifc^en Ijwiedö CFE ben Perimeter 
ABC. Dobei ift CA -{■ AB — BC = 
Seit o6a ber mntti ABC^ einem fp^ärt 
ärifc^n tyctXti ABC, eingef^riebcnen ÄreU 
eitenbifferenj — ÄC, + JB -f- a,S ben 
it CA + AB — BC benfetben mtxOf, unb 
fpfrätifi^en IMaraeter be« bem fp^örlf^en 
I flteife« glci(^. 

9 folgt, baß bie Don planen gigitren be= 
äafee (^(anim. §. 15) au* für fp^ärifd^e 
(ten. 

Sogen AB, A'ß' glebt ee ouf ber Äugel 
AB unb A'B' congtuente fp^ärifc^ Xteiede 

V iDelc^et 




)^ärifc&en Sreiecfe SJA unb 
aui^ SAB unb S^'B" cottgruent. 319^'''^ 
B + S5ß' + B'SA' = B8B: 
oet congmenten fp^ätif^en gia^eu ABG.. 
ft fo entfpted&enben ^und S, baß SABC. 
nb bie ©inlel ^Ä^', BSB', CSC, . . gteti^ 
Ügur umS breH bis S^ ben mnMASA' 
80" jurndgelegt ^ot,"fo gelangt bie gigm 
C.., Oberin fotc^e Sage, bog ABA'B', 
ttifd^e fp^rtfi^e ^aiaflelogramrae finb.*) 

Sogen Aß, A'B* giebt efl auf ber finget 

mit AB unb A'S' entgegengefe^t gleiche 

A unb -4', B unb B' entgegengefegt gleiche 

I fp^ifi^ie abftÄnbe ^aben, beffen ¥o( ^ feinem ©egenpunct iv, bergen 



•) ®n ßttuijtt^eit bitftB ©aöeS i(l »on Suleir (theoria motns corp. solid. 
978 ff.) flegebo: lowben. SJae SüBntete enthält bie abfianWiina beS aSnf. über 
«lei*(<U unb aebnfi^feit ... 30 ff. ««gl. ^tonira. g. 7, 2 ff. 



, bo6 bie fijpirifcden tndtdt A 
inb entgegengeft^ten @iiine« fiti 
mg ^aben, unb if ben S)UT($fi$ 
i^net, (9 finb bie fpöärifdjen I 
iäf unb ä^itli*. 3)0^ ip RJ 
' entgegenflefeSt gleite SBinlel. 
JJ' ftnb, fD finb bie fp^ätif^ 
unb iVi^'ß', Af^fl unb N,A'B' 
ix ^a&en^ unb 4', B unb B'-tn 
t bon '/•/^', unb bie SBtntel A 

giebt ee )u }lDet entgegengefe^t 
luren ABC . . unb A'B'C . . ein 
1 fe entfptii^t, b«6 JV4BC . . un 
[ib ä^nli(^, unb bie fflJtnlel 4AU 
lie erfte gigur um N gebre^t mt 
" obet 4iV4' jurfidgelegt ^at, fo 
: anbern jufommen, ober fie Heg 
n A', b. 1^. bie Söogen AA', BB' 
rniüt i)ü(bixt. 



!c(c, ^tiSma unb bie pi 
Stguren. 

ißei^e Don SinMn, bie einen g 
eber mit bem folgenben, unb ber 

gemein ^at, [c^eibet con bem ! 
Reitet einen Maum ab, bet eine ■ 
ngiiluB ^olidus, JRoumloinlei) gent 
eitel beißt ber ©c^eüel ber <§il 
nelnfcbaftlic^en ©dbentef ber folj 
Scfe, bie jnjifc^en ben folgenben 
Seiten ober i^Uc^en bei @(f( 

enthaltenen gläi^entointel belfei 
5). "Olttät Ux Stnja^t i^ret ®e 
■ > feitig (angle trifedre, tetra&dii 
unenblit^feitige @äe betrachtet nx 

grfenfc^nitte ober ftegelfc^nitte 
a(tenben) fmb ä^nlic^e giguien. 
I bie Sonten in A unb A', B 



na lutb bie )ia{i)ectioif(^en giguien. lg3 

Ä'B', BC unb B'C CA unb OA', . . par- 
a Sinfel (§. 2, 5) bie a^wiede ABC unb 

, . . ä^nli.^, fotglic^ bie gigurett -4ßC/> . , 
Hatiim. §. 12). 'Cte jiiläi^en bei paiallelen 

einanber, lote bie Ouabiate t^rei ^bftönbe 

A'B' = SA : SA' u. (. UJ. 

tf<$nitc einer @(fe (etned Segete) wirb bie 
, mel^e bie (Säe (ber fflegel) mit einer con> 
:t, bertn 9Iabiufl eine Sanaenetn^eit ift. S)ie 
Seiten biefer fp^arifi^en gigur flleii$, toenn 
5«wpt[reifen beren Sentritointel feßt (§. 4, 
8); bie ^inlel bet @(te ftnb ben Rinteln 
(§. 4, 2). ®ie (Sigenftitaften ber Seiten 
eben aud ben Sigenfc^aften bet Seiten unb 
ettannt. 9Benn bie Äugetfi^nitte bon jmei 
ib avä) bie @cten congment, atfo ift eine @de 
ümmt 

\{z{6)VC ®T&|e (amplitudo, apertura, capaci- 
le flleii^e glasen ^aben. Slae ajer^ältnig 
im ift bem 93er^ältnig ber gläd^e i^red Su> 
[ gteic^', abgefOtjt: bie ©iBge einer @c[e ift 
t«.*) 

pn ben Runden be« Perimeters einer gtä» 
eijieä iBetrac^teiS berfeiben ge^n, liegen auf 
leS Äege(3), beren Oröge (bie gHd^e i^re« 
are ©rBße ber gläc^enfigur für ben 
tngiebt. 

>perimetrifcl&, wenn i^re fingetfi^nitte gleii^e 
iHen ifoi)eriraetTifi$en Sden ^at bet iRota= 
tube; unter allen @ilen Von gleid^er '^XKfXu 
ben ffeinften Perimeter be6 fflugetf^nitts.'*) 
3ie ©egeneiJe unb bie ^ctareie berfet 
legenfigur unb bie ^otarfigur i^red Sngei> 

e einen enblif^ fernen $unct gemein ^aben, 
ifeitige Siien. 3" «'n^f *'*f" ®*" 9*^'*' 
{ Slebenerfen unb beren ©egeneien (§■ 4, 3). 

untntai yam ^Imogcll 1350) mttget^U eonSitett« 

i IT p. 218. 4'«8i. §. i, n. awn. 



günftea mä). Stewc 

Kit, ttel^ bte ©eilen einet 
n tiS) in einet ©etaben, ber 
ndlegeld. :S(e Sbenen, ml^i 
fc^neiben fic^ in einer ®e 
n Kotationefegel«. Senn bi 
tt ber Sie ift, ^ot fewo^t eit 
ieienen ftrei« (§. 4, 15). 61 
umgeft^Tiebenen unb einen ei 
10 unb 11. 

tien, melf^e bie fflanten einet 
en ©eilen noroint ptoiitiren 
I. Denn in bem fp^ätiWei 
e ift, ge^n bie fflogen, »el 
n gegenüfcerliegenben Seiten 

uns. Um birect gu betveifei 
mat jnr Sbene ASB 
BSC nnb BSD nun 
bie fflanten bnrc^ ein 
fte^t. Donn ift ASj 
ffibene ju BSC nnb 
e6enfo BSD notmal 
rabe AD bei <Sbtnt 
^ 1), unb bie ®erabe 

lue )3laninietrifi$en ©tünben 

:il abet aui$ SD normal ji 

JU AB unb JU ASB. 

JRei^e bon ©treifen, beten 
erften einen ©c&enfel gemein 
•) ab. 33ie gemeinfc^ftlit 
m bie Jtanten, bie jwift^i 
ifen l^eißen bie ©eilen," bie 
n gtäc^enminlel Reißen bie 
nei ©eilen (ober Honten) ^f 



) piä liaialfttt $6en<n (egrni)tt 
bei entgesen gefegten Stiftung) ofj 
1 BnrjltSt man mittr rintm^tiSii 
RWn) glSc^enivinM. 



k 



na unb bie (jftfptetiBtf^tti gigurtn. 155 

atfl eilt unenblii^feitige« ¥ri«ttto Mtfld&tet 

mit ben Jtanten einee ^riema nic^t pavaUii 
a in cDn))iuenten t^iguien (1). Untei ben 
t fein 5RDrmatf:^nitt auegejeii^net b. 1). 
^risma bnri^ eine ju ben STanten normale 
©enn jitiei ^ti^tncn congtucnte ^iormal» 
congruent (§, 2, 5); a(fo ift baa ^ri«ma 
Beftimmt. iiie Seiten, bie 9Sinfet unb' bie 
utc^ bie Seiten, bie SSinfel unb bie ^l&6)t 
t. £iaä Sßer^ättnig eined ^riäma jum un^ 
iiU eten fo menig »erfc^ieben, ots baö Ser» 
ormatfc^nitt« jut unbegtenjten ffibene. 
I fann als eine ©de (Segel) betrautet wer« 
m) unenbiic^ fern ift. Der 9lonnatfc&nift 
«l^f(i&nitt beS >4.?riflnia mit einer concentrifdtien 
)£iiier gerne beö ßenttum« nic^t bon einer 
ie ju ben Äanten (Stabien) normal fte^t. 
unenbii^ fernen ?unrt gemein ^aben (mit 
iteten ©eroben poraßet ftnb), t^eihn ben 
3. SJetgt. ^lonim. g. 1, 4). ©ner berfel- 

ten ift ein bteifeitigeö *pri«ma, btei anbert finb ol« 9iebenpri«men 

beffefben ju betrauten. 

Ä. ®n ©Blinber (^rlsma) toirb bon einem gläc^enwlnW in glei- 
ten 'unb S^ntid&en giguren gef^nitten, wenn bie ben gtäd^eutointet 
^offiirenbe (Ebene ju ben Äanten be« e^Hnber« not- 
mot pe^t. ©erben bie Äanten beS S^Ünberfl Bon 
ben Seiten be« gfä^enwinfcf« in Ä, B, C, . . unb 
^u B,, C|, . . gef^nitten, toetbtn biefeCten bow 
bet ben gM(^nn)infe( :^aftltenben gbene normat in^-'a^ 
A^, Bj, Oj, . . geft^nitten, pnb ferner AÄ^A^, 
BB3B,, . . 5iormoIf(5nitte be« i5ia^enn)in(e(» 
AMNA,, fo folgt au« ber ®(ei(^^eit unb ae^ntic^ 
feit ber Dreiecte A^A^A unb AgA^A,, b^b^b unb B^b^b^,. ., \>a% 
ämiA,, BunbB,,.. f^mmetrif^ jur ^olbitenbeu ebene A^MN 
liegen, baß alfo AB = A,B,,.., bie giguten ABC . . unb 4, B^C^.. 
\\tvS) unb Q^nlicl& finb. 

SBenn in«befonbere ouf einem C^Unber ein ftrei« liegt, fo giebt e« 




186 güttfted 8tt^. Stereometrie. 

auf bem (S^Uttber einen gtetd^en Stxt\&, ber mit lenem fl^mmetrtfd^ ju 
einem 9cormaI[d^nitt beö S^Iinber^ Hegt.*) 

SBenn nbtx^a\xpt bie S^Iinber figuren ABC • . unb Ai Ä, C^ . . gtcid^ 
unb ä^nlid^, unb bie Äantenftürfe AA^, BB^, CC^,. . nic^^t atte ein^ 
anber gleid^ finb, fo liegen bie giguren f^mmetrifd^ ju einem yioxmaU 
fd^nitt be« e^Iinber^. Sinb AA^, BB^, CC^ ungleici^, A^, B.^, C^ 
il^rc aWitten, [o l^aben bie SSierede AA^B^B, BB^C^C, ., xtt)ei pax^ 
attete unb xtoei gfeid^c ©eiten } ballet jinb bie ©eraben A^jB.^, B^C.^,, ^ 
normal ju ben ßanten be« S^linber«, mitl^in bie gigur A.jB.,C^ •. ein 
5Kormatfc^nitt be« Sljtinberö. SBenn inöbefonbere CC^ = BB^ ift, fo 
finb BC, B^C^, B^C^ paxaM, unb ba« aSiered BB^C^C ift ein dlect^ 
anget. 

@in (S^tinber mirb t)on einer Äuget in gleid^en unb äl^nlid^en gl^ 
guren ABC. unb A^BiC^ .. gefd^nitten, ti>etd^e ju bem Siormatfd^nitt 
bc« ß^tinber«, ber burd^ ba« Sentrum ber ftugel gel^t^ f^mmctrtf^ lie* 
gen. !Benn bie <>araüelen ©eignen AA^, BB^,, . »erben oon ber Scn* 
tralebene^ bie ju il^nen normal ift, l^albirt. 

3ft bon ben ©d^nitten eine« (Eijtinberd burd^ eine Äugel ber -eine 
ein Äreid, fo ift ber anbere ein gleid^er firei«. 

(Sin iOäfd(fe( Don Äugeln, bie einen JCreid gemein l^aben, n>irt« t>on 
einem S^linber, auf »eld^em ber gemeinfc^aftlid^e Srei« liegt, in Äreifen 
gefd^nitten, bie paxaUti unb bem gemeinfd^aftlid^en. Srei« gleid^ fint. 
liDenn ieber t)on biefen Greifen liegt mit bem gemeiHfd^aftlid^en Äreid 
f^mmetrifd^ ju einem 9iormalfd^nitt beö S^tinber«, 

^mi gteid^e unb nid^t parallele Äreife k unb fcj eine« S^tinber« 
liegen auf einer fiugel. !l)ie Äugel, toeld^e ben firei« fc entl^ält, unb 
bereu Sentrum auf ber ßbene liegt, ju toclidter h unb k^ f^mutetrifd^ 
liegen, fd^neibet ben S);tinber in bem Ärei« h^, mit meld^^m Ar, }ufaits^ 
menfällt, meil fc, unb k^ mit k f^mmetrifd^ ju berfelben (Sbenc Itegett. 

3ö>ei gteid&e Äreife einer Äugel liegen auf einem Spttnber. ^nn 
fie liegen fl^mmetrifd^ ju bem ^au))tfrei« ber Äugel, ju melt^eiti bie 
fpl^ärifd^en Zentren ber Äreife fj^mmetrifd^ liegen. 

6* SEßenn man bie ^uncte einer gegebenen gigur auf eine gege* 
bene glädf^e burd^ ®crabe projiclrt (§. 2, 6), bie burd^ einen gegebenen 
^unct gel^n (einen Sfifc^el bilben), fo erl^ält man eine Sentralj>ro:f 

*) S5on ben bciben Ätci^fd^nittctt eine« fold^cn (S^liuber« Beißt einer in ©esui 
auf ben anbern ein ^e^felfd^nitt be« C^^tinber«, anti))araueler <B6)mti, secti 
snbcontraria, to/iti vn^varrta nad^ ^!|)onontn« Oon. I» 5 unb Serenn« übo 
ben (S^linber (I, 6) in ©attc^*« 3lu«gaBe öon 2lpoKonin$ Conica. 95cra(. ben %\xh 
fot be« »erf. in (Jrette 3. 54 p. 162. 



§, 5. (grfc, f riema nnt bU ptx^^tcä'ol^äftn gigurctt. Ig? 

jcction (^erfpectiüe, })crf<3cctit)tfd^e protection) bcr gegebenen gtgur. 
©aW wirb eine ©trede bnrd^ einen ffiJinlet, eine Sinie bnrd^ einen 
fiegel (Sbene) jjroiidrt. ©er gemetnfc^aftttd^e $nnct ber ptoiicirenben 
®eraben nnb gtä(^n, an« bem bie gegebene %x^nx <)rojiicirt »irb^ l^eißt 
ba« ^rojectionöcentrunt. 

SJenn bie ^rojidrenben pataUd finb^ fo erl^äft man eine ^ar* 
atlclproiection ber gegebenen gignr. SÄan fann biefelbe al« (Een* 
tral))roiectiön an^ einem unenbüd^ fernen ^rofection^centrum betv«(i^ten. 
Die Slormalprojectionen gcl^ören ju ben ^araüelprojiectionen , uiitl^in 
au(^ jur Slaffe ber Sentralproiectionen. 

Unter ben Sentratproiectionen bon [pl^arifd^en gignren finb bie 
ftcreograpl^ifd^en*) an^gejeid^net, bei toetdf^en baö ^rojection^cen* 
trum auf ber Äugel tiegt nnb bie ^rojection^fläd^e plan unb paraüel 
ift mit ber Sbene, meldf^e bie Äuget in bem ^roiection^centrum berfil^rt. 

änmerlung. Unter ben ffinfttid^ern j)tanen 2lbbitbungen ber 
erboberfläc^e tft bie SKercator'fd^e**) bie fibtid^fte. S3ie ©ifber ber 
SWeribiane finb paraöete ©erabe, ber^n 2lbftänbe fid^ ju einanber Der* 
haften, toie bie SBinlet ber üWertbiane. Uebrigen« ift jebe« Dreiecf be« 
Silbe« bem abgebitbeten f^jl^örifc^en 1)xtkd um fo äl^ntid^er, je mel^r 
bie Seiten beffetben berfci^tt>inben. ©al&er finb bie Silber be« Slequa* 
tot« unb ber ^aralletfreife parattele Oerabe, toetd^e bie SReribianc nor* 
mal fci^neiben; aber ber 2lbftanb be« ®itbe« eine« ^araüelfreife« bon 
bem 5Bitb be« Sleqnator« ift bem 2lbftanb be« abgebitbeten ^araüetlreife« 
boit bem Stequator nid^t proportionat. ^lamenttid^ mirb e« burd^ bie 



*) (grfunben i)on $tppav4u« (160 i>. (Sf^x.) m6) @^ncilu«' «erie^t, benannt 
m «giiitlon (Optica 1613 p. 498). «Bergt. Ätüoet mat^. S. IV p. 492. 3n 
bm mx tateinif(6 l^au^gcgeoencn ^Ätiftcn öon ^tolcmäu« Planisphaerium 
«nb De analemmate tccrben bie ^rojcctionen bcl^anbctt, in ber erpern bie pereo« 
gr(H>]^if4e, in bcr anberh bie ort^ograpl^ifd^e. 

**) ®cr^. SKercator (Äremer) 6at eine fotd&e Slbbilbung (@ecfarte, Serbef* 
femng ber l^erfömmltc^en ^lattfartcn) 1569 an S)m«burg l^erauggegeben. 3)a« ^rin* 
dj» berfctben (in gotge bcffen bie ^IbBitbung conform na(^ ®aug genannt toirb, 
ttatcrfnd^Ängen über '©eobäfie 1844. @»tt. thf^. U) ifl auf ber Äarte angemerft, unb 
totitbe allgemeiner befannt \>Vix6) Wright tne correction of certain errors in na- 
▼igation, London 1599. ^ergt. Sreufing über ©erl^arb Ärcmer gen. SWercator, 
M«fetrg 1869. Sßelter enttöidelt mürbe ba« ^rincip bur^ SamBert Beiträge 3 
p. U5ff. Sagrange Mem. de Berlin 1779, ©aug 1822 in ©d^umac^er'« 3l|h:on. 
m 3, 3acobi 2)^namif p. 215. 2)ie ©al^n be« na^ bem (Sompaß aefül^rtett 
B^i^a »ar geometrifcä^ beftimmt »orben burd& S^ioniu« (9fiufiej) de arte atjue 
ratioae navi^andi 1546, befannt unter bem 9^amen rhnmb-Une, linea rhombica. 
UQbs l^cigen l^orijontale 9li(!^tung€n, ^uncte be« ©orijont«, toeil bie «tStter bcr 
tibrofe congrucnte fftf^omUn pnb, bercn fptgc SSöinfet 45^' betragen; bie ©Reitet 
einen fpi^en SBinfel finb im (Zentrum öereint, bie ber anbern auf einem Ärcifc 
tl^itt unb mit ben ^immet^gegenben bejeid&net. ^tUn bem Slu^bmcf linea 
mbica toirb (nad^ @teötnu^/loxodromia, linea loxodromica gebrandet j. ©. 
3ac. ©ernontU Acta Erud. 1691 p. 282. S5ergt. «reufing äeitft^v. b. ®ef. 
! &:btunbe IV. 



Pnftta euc^. Sttre 

f(^ %66t[buiis eneit^t, bag bie 
nb, b. t). Von foli^en (Surven, 
»neiben, gleiche Sinfel bitben. 
nit ber uimenädteti 'Seclinattont 
Ibet, befd^ietbt eine So^obromie. 
;ng be« ©(ftiffa mit ben SKetibia 
1 einem gegebenen Ort nac^ eine 
ft^en Slbbilbung ber Siboberftäc^ 

©enn ben Runden A, B, C, . 

einet anban ^igur mif) einem 
Jiguten in (otc^er Soge ftc^ bep 
, . , , meiere bte entf))rei$enben ^t 
ij. tüxfi) einen ^nntt ge^n, ber enl 
: auf einem Segel obet S^linber 
nb A'B'C . . in «üÄftc^t auf b' 

[t)]^ifi4e gigui unb i^re ©eger 
egenpuncte oerbinbenben ©eraben 
Sei fp^ärifi^n ©etrai$lnngen 
enbe giguten petfpectiDifi^ genan 
te Berbinbenben ^auptfreife buti^ 
n jroei Dreiecte ABC unb A-B'C 
fi^nitte bet entfpret^enbcn Seiten 
CA' ouf einer ©eroben, unb umi 
jei«. ©enn bie pecfpedioifc^ier 
ni^t auf e 




4 ®tcinti 1^ iSiittD. p. i mb 29 

^e giaurat »«btn in befonbetn gäUa 
18. XI, 27, (omet^ctifA Don e^a< 
atnb uon SfidgnuB aufgaben b. an 
efn gunbomentolfalj tli^tt uon ®ee 



: unb ^aben «i: 



tede ABC unb 
aben 



iunct 



-J3"» 



>^ 



A'B', A"B" bm 
»eil fie paoxV)tx\t auf einer (Sbene liegen; ebetifo ge^i 
bur^ ö, cy, CfA; CA" bHCt() Ä ©ie ^uncte F 
ber ©eraben, loelc^e ixt Cbenen ABC unb A"B"C" 

ffiJenn anbrerfeit« bie iDteiede ABC unb A'B'i 
\a Itcgen, ba| bie S^uti^f^nltte bei entfpretittnbei 
(Secabtn g liegen, fo )Mojicite man bae ICieJed A'£ 
9 gel^enbe Sbene auS einem beliebigen ^und •3'. 
?rojectio», \o gel^t A"B" burc^ ben gemeinft^aftlit^ 
unb A'b; u. f. tt). Da^et liegen AA", BB", CC" ) 
öbene unb Rotten einen ^unct S" gemein, 
^n gcmeinfc^aftlid^en $unct bei ©eia* 
ben S'S" unb ber i&Uat ABC ^aita bie 
®eiQben AA', BB', CO gemein. 

Snmtrtung. Senn einem ebenen 
ober unebenen aSieiect ABCD ba« Sßieted 
EFOH \o cingefcbriebcn ift, ba§ ein ^aat 
gegenüberliegenbe Seiten EF, OB auf ber 
ÜJiagonale AC \\df fi^neiben, \o [cfineiben 
^ bie beiben onbem FO, HE auf bei anbein 
Iienn bie ©leiede AEH unb CFQ (inb peifpectibif 

8. ffienn bie ^tonfiguren ABCD . . unb A'B'C 
nnb nic^it in einer Sbene entrollen ftnb, (o liegen bi 
entfiirec^ienben ®ernben AB unb A'B', AC unb A'C 
auf ber ©eraben, aeli^ bie Ebenen bei ^lanfigurei 

aSenn bie ^lanfiguren ABCD. . unb A'B'OD" 
ober auf teifc^iebenen Sbenen fo liegen, baf bie en 

*) fenceUt propr. proj, 166. 



gfinfM ßvä). &üxat 

h ABC unb Ä'B'C, ABD u 
i($ fc^neiben, fo finb fie pafpect 
t 5 ber bie entffirei^enbtH $unci 

. . ^eigt t>a6 SoÜtneation«! 

IIU ©traben bet einen gigur 
Per anbem gigut auf betfelbw 
lofe bet perfpectibif^en ^lonfif 

eine gtgui mit bei (SDÜtnealitn 
ibem ^gur biefelbeu ^nncte. 

mit ber (SoUineationäajie paiaUt 

(jarallele ©etabe. £)em uneti 
ben bei einen )$igui tutf))(ic^t 
gut. 3)ie ^unrte bet gigui ^ 
feintn % 
entf)>iec^ 

uel^ b 




rattonepunct bon bei anbem. 
eie. ^te entf^iredreHben @0Tat 
rni $unct F ber @otlintatt«n9( 
ncte bei ßoflineationSafe, {o ent 
•er ©eiaben AG unb Sil b» ff 
;en ©eraben ^'6 imb ffB bei 
Sollineationdcentiu» i8 gt^t. % 
petfjjectivifd^ (7), mithin liegen 
le^enben Seiten auf einer @ki 

!l finb, \o ip Äi" mit i^nen pai- , 

uuenblic^ fernen ^m<X entfpre^enbe i" liegt auf A'Q enb* 
e&en fo ft^liett man: roenn i" ouf A'Q (o lieflt, bap SP 
ataUer fuiB, fo entfpiei^en ben »urd) P" ge^enbeir ©«oben 

Planfigunn, iMtd^e eine 5bQincütionB«se tefißen, finb nli^t WtfitüMl 
«iDVoaÜ*«« gifliK« ^BnctUt'B (propr. proj. 397) nwb giflAM 
■X Wn ä)(BbiM« (bttHjt. Solcul p. 301) juer^ iimSoffenb bett»*!«"! 
mtm collineaveu giguren. äftit coUinear gldi^bebeutenb ipbet Mit 
Ip. liiat. p. 259 b. tfebeti.) nK^ii auSbnia bflmoaroi>^if<^- *"< 
neationecentnitn , SoUineatioiiSaje ril^KH oon äflagnu« (oBot-gM»- 
:3 f(.) ^t; betftrte ^t bit ©erabtap', a ©tflenofen fltnannt. 



bit ftt[if<sA'ai}dftn Sigunn. 191 

aben AG unb BB. SSoUcnb« man 

nben JMf^ln ooit ©eraben ber gt< 
ierabew ber gigur i4'Ä'C" . . , bie mit 
@(t«dtn (70, ffR fuib )MtTt)Uel unb 
if tJaraUet u. f. xo. 

ecttDift^n ^lanfisuien ABC . . unb 
ce PG . . gcmetit ^at>tn, fu ütgtn bie 
ißnncten t»mt A'S'C . . ge^tnbtn ^' 
«i Sbem ^'£'C (MMüet iff. Dt^« 
etSetabe 9 gemetn, beren ^uticte ben 
ix A'ß'C . . entfijrei^en. 2)ie ®erabe 
raben ber ebene A'B'C- entfpric^t, ift 
(§. 1, 5). eben [0 finbet man auf 
0', entfpit<4enb bet unenbUc^ fernen 
[flUel mit ber (SoUiiteationdafe. 
anfiguren ABC . . unb A'B'C? . . eine 
i ber SSecbinbuKgelinien AA', SB', . . 
, ba£ (SoUineationScentium ift unenb* 
finb perfpectiöifd^ offin.') Un» 
Signr entf))re(^n nur unenblic^ ferne 
3reiede AA'G unb BB'H finb nic^t 
inli(^, alfo A'Q unb B'H ^axaM). 
etübeu AB unb A'B', . . bet ^iloH' 
aüet finb, jo finb bie ^faiiflgutm per= 
llincationeafe ift unenbtic^ fern, boß 
^eiMcentrmn. Sergf. «pianim. §. 12. 

nen, bie eine (£oain«tn>n9a|e befigen, 
r gebpe^ toirb, »ä|nnl> bie «nbere 
ectisifc^ (8), baS iS«fliHea«ton««eHtriTni 
ene jur @oUineatiendafe normal fte^t 
iben Hegt, »»(^K ber unenblio^ fernen 
in bet anbim panfigur entfpri(^t."j 



cn finb bon Slaiiautt 1731 (<£^a81t8Äp. 

A. n cap. 18), ^onctlet (propr, proi. 326) 
utnuivL» muiueir. ajxx vinmc uuiiiiMt TÜ^ von Sulcr ^er. Umfaffenbc Unter- 
fttc^un«n Über bk af^en Jftfniitn &at jirerfl WiJbluS anatflcat (^anc. <£alcul 
144 ff. 23ft), 

••) SftSbiue bati)c. Salcal p. 526. »obiUiec ®«fl. «ttii. 17 p. 38.^. @te(- 
II e T (9^ entn. p. 53. aRaanuS anaL'SMin. anfg. II s. 16 Qi^aeif e Jtp. hiit. 
p. 81 b. Uebetf. 



SflnfttS Vxtä). < 

xi. ^e^t man btc gisui 
bta P'S, QS mit AO, a 
!i( fK^ ber Stniet von ^ 
[eibt bei WaüitX DD» P'S 
reibt PS einen Stotationeli 
feieen. 

S«nn bie unebenen Stiertet 

10 liegen bie £ut(^f($nttt< 
ABD unb A'B'D', . . qui 

i<. £)te gemetnfc^aft(i(^ 
, unb ^'C, Aj 

M bejetti^nct. 
aje ber pei 

tiBifc^en SJre 
Sotitncalton^i 
ABB unb . 
S'C ((^netbo 
i CD unb C"ZJ 
"toben DB ui 
atfo ift äXJ 
anb A'B'CD'. 
jrt: Kenn bie Sbenen j. 
A'B'D' bie ©erabe g g 
, {o ^aben fowo^l /, ;, 
1 (§. 1, 3), alfo ^aben A. 
tint man, bag te jmei unl 
Junct gemein ^aben, unb 

11 daben. 

Jtnn bie 9taumfigucen AI 
eine genttinfc^afttic^ iSol 
enben Sbenen ABC unb 
mfiguten^sCDE.. unb 




let propr. pioj. 582. ISut 
1)tL%Ui (Ap. hiat. p. 648 b 
inm $Wi«6otoib liMtn, fo li 
VC, . . au\ einem ^iffa^M 



194 gilnlteä »u^. ©tmometi 

SBenn bie giguren ^BCZ? . . unb ^'S'( 
ft^tvieben unb petfpectbifiji ftnb, fo ^aben fi 
bie polare beS SoUineattonScentrumä 'S in ®e, 
bie in bell Siaumfiguren eiitl^alteiien $Ianfij 
((^rieben, unb i^te EoIIineaticnäajen finb norr 
telen iRabiuö ber Äuget. SEBitb bn« Sentruir 
(gentium etne8 ^eifeS. beffen @bene ben $un( 
ju biefei ebene ge^Ürenbe S^oQineationSa^e bi 
normal ju NS unb ju A'jl/, mithin notmal j 

Sffienn bie giguren ABCD . . «nb ^'ß'C 
gefc^rieben unb (o petfpecKtifi^ finb, bog 1 
in einem äie^nlii^teilSpuiict bei Steife jufan 
©eraben AB unb A'ß', . . paxaM finb, \ 
Sotllneationöafe, auf bet bie ©etoben AB an 
fi^ fi^neiben. 3)ie $uncte bet SoQineationet 
in Sejug auf bie Äteife. ^lanim. §. 14, 6. 

aSenn bie i5ißitTett ABCD.. unb A'ß'C 
(errieten unb [o petfpectioifc^ finb, baß bie 
einem 9te]^n(tc|)teitetiitnct ber kugeln jufommei 
raben AB unb A'B', . . parnßel finb, fo ^al 
tineatiou««6ene. 3eber ^und ber ßcHineotio 
bie Äugeln gleii^e ^otenjen. 

m. SBon 3 ^tanfiguven /, /, /" m 

'jioei eine fSolIineatiouSüfe ^abeu unb perf)}ecti 
3 SoUineationSöfen einen $unrt gemein ^nl 
neationdpuntte auf einei ®eiaben, unb umgel 

©eloeie. 3's^t *'!'"' buvc^ ben gemei 
SoÜineationSafen bie ®etabe AB ber gigur 
©eraben A'B', A"B" ber giguren /', /", fi 
unb BB'B" perfpectiioifd& (7), folgliii fc^nei 
unb BB' (in S), A-A" unb B'B" (in Ä"), A 
einer ®eraben, 

anmerlung. Senn bou 3 Maumfigu 
tionSebeue ^ben, fo liegen bie Soüineation« 
SDenn bie Sollineationeebenen ^aben einen ^i 

11. SBJenn jloei Oig««n einet btitlen 
petfpectlbif($ finb, fo fmb fie fetbft ä^nlic^ ui 



agnuS analst. "gcont. Aufgaben I p. 51. 



^Jriema mb bie petfi)Ktt»ifc^n Sigunn. I95 

f einet ®reaben.') S)enn bie enffprec^enben 
", A"B" pnb ))Qtaflet unb ^aben einen unenbo 
, fotoHc^ u. f. IB. C!3). 

i jtpei Steife öuf einet @6ene ober auf ()at= 
imet Kugeln auf ittiei Särteii cüA ä^nUt^ uiib 
|ififpectii5ij(^ tctra^tet roerben (^lanim. §. 12, 7). !ßa^er fiJnnen. 3 
Steife auf einer lä&ene obet auf pataMen ©benen, ober 3 Äugel'H auf 
4 ätten 3 ^aate ßon ä^ntic^en unb perffectibifc^eii gtfluren bilben; 
»DU bell 3le^n(i^Ieit«)3uncten 5,2, «jj, S.^^, 1\^, r,3, T^^ liegen 4inaf 
3 auf je einer tSetaben.**) 9Jiet Sugetn lönneu auf 8 Sitten 6 '^a.oxt 
Ben ä^nlie&eu unb perfpectiuifd^en giguten Bitben; Bon ben ae^nti($= 
teitepuncten «u,.., S34, r,j, . ., T^^ liegen Smat 6 auf {% einet 
iSBene. 

©rd greife einet SBene tonnen out^ 3 ^oare Don petfpectioifi^en 
nnb nit^t ä^nlic^en giguren bilben, beten ßoUineationflpuntte mit ben 

" puncten iufammenfaUen (12). SBeit bie SotltneaHcnSpuncfe 

geraten liegen, fo ge^n bie (SollineatiDnea^en buii$ einen 
Ji iöejug auf bie 3 Greife gleic&e ^ctenjen ^at. ^lanim. 

Jtoei fp^ättf^e giguren einet jfugel, meiere )Netfpectistf(^ 
ifogonal b. ^. bie entfpiet^nben Sffiinlel finb gleic^."') 

i«. AB, AC finb Sutoen einet Kugel, A'B',A'(? i^te liw- 

len öu« S auf biefelbe ffiugej; bte s 

[i$e bie ®etabe SA gentein ^aben 

Ben AB, AC betü^ten, fi^neiben bie 

1 Steifen DAA'D', EAA'E-. tiie 

D', EAA'E' berühren in A bie ßur» 

', in A' bie SutBen A'B', A'C, meil 

SAD, SAE, auf Ketten bie Steife 

tojicirenben fiegel fcetii^ten, auf be« 

Ben AB, A'B' unb AC, A'C Hegen ^ 

Ja^er pnb bie Bon ten guroen AB, 
ben Surben A'B', A'C gebilbeten BJinlet bet Steige nac^ 

ben Don ben Sßinleln ber ffteißbogen AD, AE unb A'D', 



ttXLi I p. 57, U p. 97. 

jt naiii ^oncriet'B fHtigaU (propr. prov 2fi9), ©'aicmtert naÖ) 
;ng (Nov. Act. Petrop. XIT p. 139). Sie otigen !Beitc5uti9en finb 
, O. urafafftnb betro^let ootben. 

^tanim. §, 14, 13 ff. aRiquet aiou», 3- XI p. 72. 33a8 (infat^ 
OT«J(8 ijl juerft Bon Banbeltn bei baS^eotw bei: pewograp^iff^Kn 
menbrt mtben. SBetgl. ®erg. ann. 16 p. 322. 

13* 




Cwfe Ufieni fBiald 
, wtidtt A taa A' m 
Idf Hüb ö^nlif^ ftnb; 

ignr, bie onf äncm : 
Stgnr, bic cbrnfalK a 
tbau fem S«aituatio 
rdfd ent^, gc^t oni 
«fe«. 

rtDciS. Xic Stügü i 
b« «teilen ABB^Ä' 
btt eon ftrtUbogn 
«^ glett^ ZBinlcI ^ 
ig^ fo tft bit €uinoii 
ABCD ha ©uimne 
ßtonim. g. 4, 4). S)i 
»iered« 4'ß'0'Z>' ft 
bcr f))^ärif4e liiamti 
ift ^'fi* ein \pi)än\d) 
y mit bcm ftret« A 
ri« ABC gebitbelen ffi 

. iSin J9äf(^l von 
n einem flegel, auf n 
gefc^nitten, uelt^e pa 
genteinfc^aftlic^ Stn 
toeis. !Cie itugeln 




trgl. ben au(|a^ btS »tr| 
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fttei» f iufammenfäßt. Duti^ gegi 
fi' finbet man ben imeiten Solttneat 

3)te ©eraben, Ujetc^e ben §au| 
A'B' wnb AB beruhten, fc^neiben ff 
Segel, roelt^e bie Äugel läng« ber fli 
3ieW mon F'E unb i"/" varaÖel mi 
F-F == P'B', atfo ?*£; = P'F. % 
PAB ä^nllt^ unb perfpectbife&, b. ^. 

3)ie ®etabe ST tft bie iiolare 
A'B" unb AB gemein ^aben, in SSeji 

änmerlung. Drei Äreife ein 
3 ^aoH Bon t)erfi)ectiBif(^en gigurai 
tiouspuncte S^^, S^^, S^^, T",,, 2^3, 
lic^ 4mat 3 auf je einer ©eraben 
^unct gemein Mafien, ben gemeinft^af 
unb 14). 

2)ie Greife einet ffiugel, beten Q 
bilben einen fpptifi$en iöüfc^el. S)i 
gonadreife Hegen auf bem ^aupttreifi 
ber Äuget ausgef^lcfjeneu ^unct P 
ge^n glei<$e gerabe Tangenten an t 
Äteife auf einet Sngel liegen; bie 
Rugel aus bem Senttum betfetben tft 
ftimmten fireifee, bei bie Steife beS 




, ».v.»l. ©teintt in Stelle 3- 1 p- 
") «(tal. (pranitn. §. U, 14. S06 ö 
tinefl Srei(e8 ifl in ber angeatbenen SBtife 
(Ap. hiat. p. 216 b. Ueberf,). Sie cinfa* 
oben (15) bemettt, von 3)anbelin i)tx. 



;el in SA berührt 

Surcen Au unb 

:eibeii bie Kugel t 

ter ptojititenbei 

A berühren ; fie 

■iptoiKtionSebene | 

Steife SAB unb j 

itaUel fiat. ;De 

enben Steife in l 

i) (15), icim i| 

■ ron ben Zange 

gtajj^ifc&en Sßtoif 

ad (gentium be« 

buv* ff bie ^ti 

D', e; f , H' \ 

ie Steife 5äD, 

bcn ben ÄteiS Z)Äi^ normal, lueil i^te ÜEangenten 

ffitei« DEF normal fc^neiben. 2llfo fc^neiben bie ®e 

B'F' als bie ftereofltap^ifttien ^coiecHonen ber S 

-Sffi^ bie ftereogtap:^if^e ^rojection D'E'F' be« S 

failö notmal. ^ieiauS erTennt man, bag bie @urbe 

«jib fl^' beffen Senttum ift. Sluc^ lann mon wie 

ba| ff'D' : B'E' = GD : fl£, u. (. ». 

Slnmertung. 't)ie ftereogtap^ifc^e ^rcjectior 
»üfctiels Bon Steifen (19, Mnm.) ift ein plonet fflfi 

91. @ine fp^ärif<$e j^igur unb bie unä^nlit^e ' 
auf eine anbete Sugel ani einem Sle^nlit^teitepunct 
fitib ifogonal unb ^omoc^clifi^. Die Sentren Don 
Sugetn in entfptei^enben Steifen berühren, liegen mi 
centrum auf einer ©eraben.*) 

Seroeie, Oft / eine gigut bet elften Suget, 
f" bie ä^nlit^e ^tojection bet fp^äiifc^en gigur / a 
aus einem ^e^niiclifeitspunrt ber beiben äugeln, fo \ 
gonal unb ^cmocijclifc^ (15 unb 16), /" unb / b 
ü^ullc^ finb, atfo finb audf /' unb / ifogonal unb i 
P, P*, P" bie Zentren ber Äegel, loelt^e bie ffiuj 
Bon / unb in ben entfptec^enben Steifen Bon /' un 



*) Smiquel a. o. O, p. 72. 



auf ber ®erabeit, welche I 

toetc^e P i)rojicitt, wegen b 
auf ber tSeraben. toelil^e P \ 
eti^net man bit (Zentren bi 
)uri$ r unb r', ben äußern 

: r = SW : r'. SEenn nu 
tenblit^e Bfnte entmeii^t, fo 
SM normal fi^neibenbe @bf 
ogrotJ^ifc^e. 

§. 6. tetroelter un 

@ine aus (ilaneu ^ol^gonen 
^ebet, mit JRüdficfft auf be 
:) SJörper. üDic oerBunbeni 
cea). Oebe ©ette eineS ^ol 
iben ^ol^goiiä (ufammen, ui 
i genannt. 3ebe Saute bi 
inEele be6 ^ol^ebet«. 3ebei 
inle( »DU jroei ober mel^r o 
;(e äßinlet bilben eine brei. 
5, 1} be8 «ßcl^eberö ^eigt. 
pnncte be« ^ol^eberfl, bie 

Äonten jufammengefegte 8ii 
and einer ^iad^t, tnbem 

eine ougrenjeube gtäi^e übe 
len cermag. ^ax ffleftimmu 

^a^l unb 3lrt forop^l feiner 

(Sbenen, loeli^e man bucci^ 
•ine Längeneinheit ift, j)aralli 
Eiben bie ffiugel in einem ^ 
:1 ber Jtanten bur^ bte ffj^Ö 
m §ou(5tIreifen, bie gfäi^er 
ou $)aupttreifen, bie ©den 

bringt (§. 5, 2). 

ffiin ffliJtiier, ber »on einer ( 
6t eine ^^rontibe, unb jt 
tigen (Bdt tft. ©ie 06erp 
:(f iinb n S)reieden; Ben i^i 
b breifeitig; bie nfeitige ^qramtbe ^at 2n jfanten. 



bUT 

bim 
trad 
;ene 
n ei 
^if 
en f 
ttteif 
eife 
. i 
breil 
atei 

m 



flegetenen (äbenm gebilbet merben, 

toitb nur eine Don ber Dierten @&ene 

iiic&t get&eitt. einet biefer 15 SRäume 

ABCD tft »ollftänbig Segrenjt unb 

5ei§t ein letraeber; et fann auf 

4 Arten ale eine bteifeitige ^^ramibe 

betrotttet »erben, uon feinen Santen 

liegen 3moI 2 ni^t auf einer @bene " 

unb feigen gegenüfeertiegenb,*) 

AB unb CD, BC «nb AD, CA unb BD. ® 

(ß), (C), (D) finb Sfeitige Sden, unb sroar bi 

be3 leiraebete. Sßiet anbere SRäume {ABC), \ 

liegen außen an ben glöcfeen be« lettaebetg 

Jettaeber ju ben ©den beffelben ergänit. 35ie 

unb iCD), (BC) unb (^D), (CA) unb Bö) lieg 

ten beö SettaeberS. 

eine ebene, bie mit ivaä gegenüfcertiegenber 
Setraebere parotlel ift, [(Jneibet baS lettaeber in 
A'B'B"A". ©cnn A'B' unb A"B" finb mit ^ 
fi'B" finb mit CD püxaM. ©ergl. §. 5, 7. 21 

5)ie SBlntet ber Äonien eines Uetraebevö, 
bie ©den fte^n in bemfelben 3''i'"'""^''Ö''"3 ^ 

*) SKonae Corresp. sur l'^c. poljt. I p. 440. 




202 ■ günftrt ©11*. ©ttttoi 

Seiten, Wrnltl, glasen einer con 4 ^aap 
gipr (1). 

A, 2Me ebenen, lueld&e je eine fflai 
5KiHe ber geaenöbertiegenben Sonte enthalt 
SKitten ber flegenüberfiegenben Ranten Ber 
bie Spieen bed !£etraeber6 mit ben St^toei 
ben giä^en oerbinbert, — ge^n burc^ einet 
o be8 letraet 

SKittcn "bon 
bie aßitten 
Ö' bie ÜHitl 
EFE'F', FC 
^aratletogK 
bee 3:etTael 
3. 2)ie ebe 
ben fie^ in ber Oeraben EE', u. f. ». 3 
ber ©treden EE', Fr, 00' liegt auf je 
CDG, ... a)ie ®eraben DS, BS fc^neibi 
in i^ren ©i^tpetpuncten H, J, weil .df wn 
ecf« ABC finb, u, f. ro. C^Ianim. §. 8, 4 
Süabei ift ÄJ tjaraüel mit BD, m 
EH: EB = EJ:ED-= 1:3; alfo .H 
©(^»erpunct be6 letraeber« t^eilt bie ®eri 
letroeberS tnit ben ©i^lDerpunrten bei flCfl 
binben, mät bem ©er^ältni^ 3. ©ie ©i$ 
SEetraeber« fmb bie ©den eine« ä^nlic^en ! 
erftern (jerfiiecticif^ liegt. Sßergt. unten (1' 

5. 933eiin jroei letraeber eine ©cfe 
ber Steige naü) glei($ unb ä^nlti^ ^aben, fi 
b. ^. bie gläe&en, Ranten, $ßinlel, ©den bei 
ben ©tuJen be8 anbern ber Mei^e no* 
aSotume ftnb gleic^. Die beiben Sietraeber 
gnient, iceun ein $aai gleite unb Ö^nlii^e 
bem entgeaengefegten galle mitb bie @tei^ 
legung ber incongruenten i^etraeber in con; 



*) iSotnmanbinue de centro graTitatis 1: 
mebee' a^ücterit üier bie fi^wimtnenctn Sixvn 
fdbp ünoitW, ba% ati$im(be8 bie @d)ipecpunci 
flBrpetn Stjümint ^at 

") IDleten SBemeiS ^al Cegenbte (G^om. N 



uroKett^iitKti. 

jeln ÄBCD u 
ABC mt> A 

;z? unb A'^K 
.. wnb A'B 

', loeil tie @d 



allelepipet 

;en aU ein oti 
Je ^aialletoßr 
« ^ot 8 breifei 
bie boit 3 ( 
12 Santen, : 

^at, fo finb 
igulät; tuen 

|teti$, unb ba 

ngen jugteicö 

if/Sos, cubus) 

(Ouobrate) 

l iDiagonoI»^ 



^B^'B* unb CDCiy. . . unb 4 Xiiago» 
natcn, .44', BB', Cff.DD', bie im€en= 
fruin bee ?|JarQ(fef eplpeb« fid^ 
ft^neiben. Denn AA' mitb Bon BS' 
^olbirt im ^araMelogrümm ABA'B', 
beegtetd^en Bon CO unb DD'. 3ebe 
ebene EFET , mlüfc butc& baS Sens 
ttum 5 be« ^otoMepipeb« ge&t, t^eitt 
bae $araQe[e})i))eb in }tvet gleiche unb 
ämic^e, aber inrcngrucnte ^cf^eber. 
©tun bie Xettaeber 5EF4 unb SE'F-A' 
iinb gleit^ unb ä^ntit^, aber tnconflruent 
H)ie bie om Senttum (iegenbeu laden (5), u. f. 



Ouelle tnitgtl^eilt, wie bcn ©ereeiS ber ®Iei(^6«it fp^fitif^ei: @( 

') SfBenn feine gtat^en conflniente at^ombm Ttnb, fo ^eigt 
«11 ffl^omboeber. »etfll. untm §. 7, 5. 



gUnftte Su^. 

äs gie6t im ^aroßelepipe 
jDreiede, rodele Bon Seit 
6et incDiigtucnte Jetroebi 
: Tik^omU^xetiäe mert 
ncten fiefi^nitten unb t^eid 
.' unb eine SDIittellinie bi 
ättiiig 1 : 2 (^laitim. §. i 
ni(^t parallelen ^Diagonal* 
SEetraeber, BDA'C unb 
eingefi^rteben 
"' ganten berfet 
atleleplpebd li 
fpectioif*, fl( 
meil bie ®tre 
^g rtum be6 ^( 
SKttte ^o6en 
Senttum befl 
"^ !Ci(igonale A 
?C", u. [. ». (4). 
terlung. S)tei ©etobe 
einer @bene liegen, beftimi 

^/ W' 



:n bie ©etoben -i'ß', C 
B'C tteftimmten gerablin 
$aiatlelepipeb concentiifi^ 

ÜJie ©fcenen, luele^e buri$ 
mal ju ben lebeSmat gegi 
n einen ^nnct gemein. '. 
Sentram ber bem letraeb 
lerpunct beS !£etiaebei^ ^i 

Dnne Corresp. snr l'ßc. polj 
i$ett( ettttt 3- 1 P-^5- 
enge CorreHp. am l'Ec. pol; 



jenben ffiaiiten be6 %et. 
'^axaütltpipt'D, voeldfti 
bem gleictteit unb ä^nl 
SDiefe Settoeber lieget 
.'. ben ®d)Vittpmü i 
litte 2> 




^te <Sbtnm, iveli^e b 
leiten , ge^n buic^ ba' 
je^t jebe (Sbene, Hjel($e 
ilbirt unb bie gegenübe 
Stntrum ber Sugel ^'. 

leberfl ^ßCö — b. ^, 
ben gegenüberltegenben 
^C'Z>, . . — ge^n im SlUgeinetnen nii^t burc^ einen ' 
liegen auf einem burc^ 3 betfelben tieftimmten getabUnig 
(§. 1, 8). 3luf bemfetkn ^^perboloic liegen bic 9Iot 
<t)m bee S^etraebeie, bie bui^ bereit ^ü^enpuncte ge^n. 
M ^tjperfeotoibg tft bet gemeinfc^afttic^e ^unct ber Sbt 
buii^ bie aßitten bei Tanten bed Xetraebei« noxmai ji! 
geftenübertiegenben Santen geftellt finb.*) 

aßenn H bet §ij^enpunct be8 Iireiedö ABO ift, fo 
CB Bon ben burd^ A, B, C ge^enben §ö^en be9 jetrc 
mfllptoiecttonen auf bie Sbene ABC. ©etin bie <S6ene, l 
A ge^enbe §e^e projtcirt, ift normal ju ben Sbenen B 
fclgli{^ äu ber ®eraben BC, a. f. to. ^ie burc^ S ge 
ber ebene ABC fi^neibet alfo bie bmc^ A, B, C gei^eni 
Setraeberö unb ^at mit bet b«n^ D ge^enben $ö^e bei 
nen ^unct gemein. U. f. m. 



*) ©ttinet ijHtte ä. 2 p. 97 unb f^il. (SnlH). p. 316. «ergl 
3. 56 p. 241. Sie eiBenWoft bet Wotmalot ju ben Rtii^ii bi 



gflnftrt Öu4. etm 

>e9 ^^perbcloib« liej 

frentel ju ben ®etot 

1 d bie ^BotmütptDJi 

)on JU, fo ift m' bi 

b«. 3ft ferner 5 be 

ABC, m b 

uttb bie ^1 

bet Jtugel 

fo t^eilt S 

33eT^(tnt6 

man bti« 

njetd^efl mii 

epipeb eing 

bem Sßer^ättnig 2, 

/>* auf bie €bene 

liafjtx flnb md' uiib 

otfo ift m' bie 9Io 

8). !Üiefeltien SSemet 

, alfo ift ba6 $(?perbi 



;inein Setraeber eine 

ffiinlel bilbet, fo lieg 

etraebcrS auf einer @ 

et folgenbe Kanten nt 

cen, fo i^aben bie j 

igelel&rt') 

Aa, Bi, Cc, Dd 

ABCD, mt> ift C 

bie ©bene GDd no: 

jur (Sbene /4£Z>, 

@beit fo eilennt ni 

c $iö^e .4a ent^ätt. 

Bb ift normat gu 

Cf, Dd ift normat 

nen nomtat )u ein< 



ourait 6ei B'^niliet 
1. ami. 2 p. 133. g(ii 
H jn uan Snhtbcn p. 4 



lebn unb $airalldt))ipet). 

luf einer Ebene liegen, fo tft 
ABC, mithin ju ber ©erabei 

>, unb BC normal ju AD i[t 
, unb ode ^aben einen ^unc 
% aud^ bte Aante 
9I. §. 4, 15 unb 

len ADE, DDE, 
_ C, CA, AB in i^, 
j öj S> fo boS E ber gemelnfc^oftlti^ 5'*^"t»"'^ 
1 ber sSreiede ADF, BDO, CDH Ifl. I)ie ©era* 
' ben -P£, GE, BE fi$«eiben bie ®eraben Alf, , 
1 , BD, CD lec^tlDtntelig in F, Q', H'. !Da:&er'*- 
1 ge^n buri$ ben gemeinf<$aftli(^en ^unct ber ^ij^en beS 
I menn ein foli^er Bor^onbcn ift, aui$ bte gemeinfc^aftUc&ei 

FP, 60', HIT ber ge^enübertiegenben Tanten. 
[■ äugleic^ finb bie !probucte AE.Ea, BE.Eb, CE.E 

l FE.EF', QE.EQ', HE. EH' einanber glei* (^fanim. 
I !Da^er liegt Q' auf bem Sreiö FF'Q, E' auf bem ftreiö . 
I §in (iegen Q' nnb B* auf ber fflugel FF'OB. ©benfo (i 
e auf ber Äuget ABCa, u. f. tu. '©er ^unct E \fat gleit 
in Sejug auf bie 5 Äugeln ABCa, BGDh, CADc, ABDa, 

11, Um groei Jetraeber ABCD unb A'B'OD-, bii 
ber SRei^ not^ gegebenen ©cfpuncte beftinimt finb, ^infii 

' ®tnneä ju Berglei<$en, %oi man ft$ juerft in bie fiante 
lUK^ B anfmärtö ju i>erfe|eu uub ju if 

■ adjteu, ob'bie iSeffiegung bon C nac^ D 

' lintaum ober rei^täum ge^enb eif^eint; 
bann berfe^e man \\i) in bie ffiante A'B' 
Bon A' nat^ B' ausarte unb beachte, ob 
bie SSeWegung üon C nac^ D' tiniSum 
ober rei^tSum ge^enb erft^eint. 3e nac^bem beibe Setocguii 
mtgegebenen ©tanbpnnden bem ©inne noi$ übereinftimraei 
finb bie SIetraeber einerlei ©inneö ober entgegengefe^ten ^ 
bem.erften gaße trfi^eint »on A au« bie ©eittcgung 00 
nai^ D auf bem Perimeter BCD in bemfetbeu ©inne ge^i 
A' aus bie iöeroegung Bon B' über C nac^ D' auf bei 
B'C'D'; iu bem jloeiteu gatle erfc^eineu bie ©inne biefer 
»on ben ongegebenen ©efic^tspuncten au8 einanber entgegen 



günftte mä). ©imomcttit. 

ib bie Settaeber ABCD unb A 
mee, je im^bem bie S);i^eii 1 
auf bie @bene ABC Uegen ober 
itxtdt DE üon bet (&btm ABC 
ten. 

ijormefn ABCD unb A'B'C'D' 
fo giebt bie aBflejeigte 31« ber 
\x<i) bie gorniein ABDC unb . 
unb A'B'OD' dejei^neten Sei 
iolgli^ mitb burc^ gegenfeitige 
t gotmel be« SEetroebeiö jebeön 



jebem ^unct einer Staumfigur < 
itjprit^t, baß bie Setiaeber ABl 
i ber einen gigut mit bcn übt 
erben, ben entfpiec^enben £etiaei 
7'E', . . bet Äei^e na(5 gleicht 
en Setraebet ABCE, . . mit ben 
tgefeßten @inn ftaben, je nad^i 
netlei ober entgegengefe^lem <Si 
iCDE.. unb A'B'OD'E^ glei^ 
leber ber einen gigur (ine ben 

gigut gleidf unb al^nlii^. 'Sie 
[egengefe^tem iBintie, je nac^bem 
en con einerlei ober entgegengefe 
älu« ber (äleti^^eit unb Jie^t 

. mit ben entfptei^enben S^ettael 
HDE, ACDE, . . ben entfptei^eii 
; aus ber ®(et($^eit unb äie^i 

. folgt ebenjo, bal bie Ületraebe 
d Ületiaebetn glet(^ unb ä^nlic^ 

m gleichen unb ä^nlit^en 33reti 
nb A'B'C giefct e« eine 2lfe e 
»inlet ^»^', £«£', CsCT', a(« ai 
en A4', ££', CO ouf » elnanb 



ar^c. Satc. 19. ©tatit 63. 
lim. §. 7, I nnb bie taftlfif 
> bet citiirteit ab^blung. 



etraeb« unb ^araUclepipeb. 209 

ientTum O einer beliebig geroä^fteit Sugel 
Jy, Oß; Oy' in ben fftif^tungen AB, AC. 
n ^unct ff ber Äuget, meld)« fp liegt, ba& 
inb c^y conflnient (inb (§. 4, 18). 3"^' 
bet ifiic^tung bee Mabiue Oa, fojinb bie 
(' gebitbeteii eden ÄBCD unb A'B'CD- 

i unb A' bie ju Jö, ^'/>' tiormolen ßbe 
[ßormalt>roiectionen fii*' nnb E'F' uo'n ifC 
e ^E/" bie ^Jiormalfiroiection A"E"F" udh 
reiecfe AEF, A'E'F', A"E"F" gteic^ unb 
weil bie Ureiecte ^£B unb A'E'B', AFC 
•Ef'F" gleii$ unb ö^nli(^, unb bte SBintei 
[Quitte ber gleid^en glä^enroinlel BADC 

ben ^unct S ber @6cne AEF, roelc^r \o 

^ unb Sä"E"F' cougruent finb (^tanini. 

f ber läbene A'E'F* bte ^lotmatproiection 

rs' bie gefut^te Sje k. ©enn bie entfpre^ 

^In A unb A' finb congruent, bie entfpve= 

nb gleii$, atfo finb bte iRaumfiguren 

ngruent. 3"9l*'<^ Tinb t>ie giguren AEFS 

\o fmb bie SRaumftguren AEFBCS unb 

A'EF'B'OS congnient (12), b. \). bie Siiilel ÄSE unb -4'fi"£',_^SF 

unb ^'5'/", ESF unb gg'f" (inb gleicEi. ^'"J^»^ erlennt man bie 

©leic^^eit ber gläc^enmintel ASS'A', BSS'B', CSS'C. Sitb bie ®e> 

rabe 55* bou ben tfiotmalen au8 -B uub B' in r unb T' geft^nitten, 

fo ift sr = S'T', folglich rr == ÄS', u. f. to. 

14. 3u jti^ei gleichen unb ä^nlic^en 9iaumftguien t>on einerlei 
Sinn AßCD.. unb A'B'CD'.. giebl eS eine 2lfe s Don ber 3(tt,*) 
bo| [o»cöl bie gläc^enivinfel ^»^', B«B', , . , afö au($ bie 5Wormal' 
projectionen ber ©treden AA; BB',.. auf a eiuanbet gleich finb (13). 

SBenn bie erfte gigur nm bie 3(fe * rotitenb ben ©infel AsA' 
jurütttegt, fo ttirb fie mit ber anbern gigut perfpectioifi^, bie ©eroben 
AA', BB', . . Bjetben mäf SRic^tung unb Sänge übeteinftintmenb, beim 



') Siie Sje « tjl Bon @uler bei b« Untct(u$ung bei SStmegung eine« flatren 
Sütprifl entbedt »otben. Nov. Comm. Petrop. 20 p. 19!t. Theoria motna corp. 
solid. 978. Sie augenblirfliii&e ©it^ungSaje (aie instantane) eineB bewigten fi3t= 
(tri toax bon ffi'äUmbett (Precession des ^quinoxes 1749 p. 83) bemetlt 
»otbtn. 

eoretc II. 3. Muß. U 



gOnfte« »u$. StcnoiiKhie.- 

itt)roiectionen 6eiber 9iautiifiguren auf 
e fallen jufammen. iföenn bie erfte ^ 
Ife s fortfd&reitenb bie Strafe -4A' jur 

ijigut jufammen. 
: bie etfte gigur in ber JRic^ihina ber S 
iljJtoiectionen »on XI', Bß', . . auf 
rfte giflur um bie ^je s roKrenb ben 
fo toinmt fte in folc^e ta^e gegen bit 
) bie 9l(e ^ ge^enben @bene gleite unt 
Den ataumfiijuren ge^i^ren, meiere gegen 

3u jUei gteii^en unb S^nlic^en ^lei 
ABC «Hb A'B'C giebt e3 einen VU 
läi^enroinlel AnA', BnS', CnC einanb 
ilprojettionen bet ©trecten A^', BB*, C 
■SJlittt S ffabtn.') 

et«. 31u3 bem ßenttum einer bei 
bie SRabien Oß, Oy, Oß', Oy' in ben 

«nb conftruire ben ?unrt v ber fflug 
toeli^e fo liegen, ba| bie fp^ärifc^tn 3 
eßt glei* unb ä^nti* finb (§. 4, 19). 
4/r unb 4'Ä' in ben iRic^tungen bet 
; an ben ©d^eiteln A unb A' gebilbet 
entgegengefe^t glei^l unb ä^nlic^. ^ 
B bie glöi^enwinfel BAHC unb B'A'H 
X lege man bur<$ bie Sßitte Don AA' 
ife gbene, unb 6itbe auf berfetben b 
J'K-L' ^ lüveiede ^BC unb A'B'C. 
lein BAHC unb B'A'H"C liegenbei 
b gleich unb ä^nlic^ unb einerlei ©in 
I ^untt S ber gbene JKL, »eli^er fo 
) S'J'K'L' congruent finb (^lanim. § 
ng AS but($ S gejogene ®erobe bet 
ataumfiguten SJKLABC unb SJ'K'L'. 
B entgegengefeljten ©innee, u. f. K. 

3u jroei gleii^en unb ä^nli($en 9iaura,.„_ ,„.„- 

5inn, ABCD . . unb A'B'C'D' . ., giebt e« einen Iliameler n 



I. §. 37 ber cititttn Slb^anblung. 



iää)ttttDiatti AnA' , BnB einander gteid^ 

enlfvrei^eitbes (Zentrum S *) tne gemeinf^aft 
irraalprcjectionen ber ©treden AA BB 

,ui um ben ^ianteter n Totiieiib ben Sintel 
nt (ie mit b« anbern gigur in f^mmetrifdje 
. bewn 3tormaIe bet 3)iametet n ift 
ir um ben Diametet n totiteiib ben 3Btnte( 
fß lommt fie mit bei anbeni i$igur in jier 
ÜBitten bet ©treden AA' BB oereinigen fio^ 



Ei letraebmi ABCD unb A'B'CD' bie Eden 
4 unb A' gleich unb ü^nti(^, unb bie äßettiättniffe ber entfpred^enben 
Tanten an biefen gden AB : AC : AD unb A'B' : A'C : A'D' bet 
Steige nac^ gteic^ finb, \o finb bie Üleltaebei ä^nltd^, b. ^. bit 3(ä= 
i^iea be6 einen jettaeber« finb ben entfprecfeenben Släi^jen beS anbein 
ä^ntic^, bie fitirigen (Sden bes einen Xetiaeberd finb ben entfptet^enbeu 
^en beS anbetn g(eii^ unb ä^ntii^. ^enn lufoCge bei ^oiaudfe^ung 
pnb bie 5Dmecfe BAC unb B'A'C, CAD unb C'A'D', DAB unb 
D-A'B', DCB unb D'C'B- äön(i*; bie ©teic^^eit unb le^nlic^leit bev 
nbtigen @(fen witb ^iemat^ and bei ©leic^^eit i^iei ©eiten eitannt. 

Die äe^ntit^feit Don iWei SRoumflflUien ABCDE. . unb A'B'CD' E' . . 
ift analog roie bie ®Ieii*^eit unb Ste^ntic^Ieit beifelben (12) butc^ bie 
ae^nlii^teit bei entfpiedjenben SEetiaeber ABCD unb A'B'CD', ABCK 
unb A'B'CI^, . . beftimmt. 

3u jmei ä^niic^en dtaumfiguren bon einerlei @inn ABCD . . unb 
A'B'CD' . . giebt ee eine Stje s unb einen fi($ fetbft entfprei^enbeu 
¥unct beifelben S bon bei aiit, bog bie gtöt^enroinfel AsA' , BsB', . . 
aleit^ unb bie SRoumfiguten SABCD . . unb SA'B'CD' . . ä^ntii^ unb 
eineilei ©inneö finb. ©enn bie elfte gigui um bie Slfe s rotiienb ben 
Wmtii AsA' jurücftegt, fo roirb fie mit bei nnbein S'flni peifpectitifdj 
unb bei ^unct S miib bet äußeie le^ntit^feitöpunct bon beiben giguren. 

3n jtbei ä^nlii^en SRaurapgnieu Bon cntgegengefefetem ©inn ABCD. . 
unb A'B'CD' . . giebt e8 einen Dianieter n unb einen fii^ fetbft ent» 
(piei^nben ^unrt beffelben 8 aon bei Slit, ba| bie i$lä($enU)intel AnA', 
BnB', . . gleit^ unb bie iRaumfiguten SABCD . . unb SA'B'CD' . . 
cntgegengefe^t ä^nlii^ finb. Säienn bie eifte gigur um ben Diantetei n 

') anoanuB analst-geornttv. »ufg. II p- iö9- sßeral. bie cititU atfeanblunfl. 
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totircnb bcn SBuiIel AnÄ' + 180® juräcftcgt, fo toirb fie mit ber am 
betn giflWY pcrfpcctit)ifd^ unb ber ^unct S ber innere 5lel^n(id^Ieit«j)unct 
ber beiben glguren.*) 



§. 7. ©ie ^ol^eber. 

1* Sine enblid^e ein einjige^ ©tücf bitbenbe gläd^e (plan, (jol^-- 
ebrifd^^ Iruntui) ifl mit einem ober mel^rern 9tänbem (Perimetern) Der^ 
feigen; eine gcfd^toffenc überaß in fid^ jurü(f!el^renbe gtäd&e lann ate 
eine mit einem unenblid^ Keinen {Ranb irgenbmo berfe^ene betrad^tet 
tperben. auf jeber gtäd^c fönnen in \iäf jurüdlel^renbe ®6fmttt g^' 
mad^t n)erben, meiere bie gtäd^e in getrennte ©tüde tl^eilen, bon benen 
eine^ gan j burd^ ben ©d^nitt begrcnjt ift. 

2ßenn bie gtäd^e fo befd^affen ift, bag ieber gefd&toffene ©d^nitt 
ein @tä(f tjtäd&e abtrennt, toetd^e« burd^ ben ©d^nitt aüein boöftänbig 
begrenjt »irb, fo ift fie eine gläd^e bon einfad^em 3wf<^tt^w^ctt]^öng (con- 
nexio) unb ^eißt einfad^ jufammenl^angenb**), g. S5. eine }>tane 
^ol^gonfläd^e, beren Perimeter fid^ fetbft nid^t fd^neibet, eine ^ei^fläd^e, 
ein Sietraeber, eine Äugetpd^e, eine Äugetjone n^it einem 9?anb, ffienn 
e« bagegen gefd^Ioff ene ® d^nitte bon ber 2lrt .giebt , baß burd^ einen at 
tein ein ©tüd gtäd^e nid^t boüftänbig begrenjt loirb , fo l^at bie gtäd^e 
mel^rfad^en 3ufammenl&ang unb l^eißt mel^rfad^ jufammenl^angeub, 
j. So. ein planer ©treifen jtoifc^en jtoei gefd^Ioffenen Linien, eine ^ou 
mit jtoei JRänbern, eine SRingfläd^e. Sine 3one mit jtoei SRänbern wirb 
burd^ einen jtoifd^en ben 9tänbern fid^ erftredenben gefd^toffenen ©c^nitt 
jtoar jerftüdtt, aber e« »irb leine« bon beiben ©tüdEen allein burd^ ben 
©d^nitt boßftänbig begrenjt; l^ingegen tt)irb bie 3«>"^ ^^^^^ ^i«^" ^^^ 
bem einem 9ianb ju bem anbern gefüi^rten Querfd^nitt in eine einfad^ 
jufammenl^angenbe gtäd^e aufgelöft, unb ift be^l^alb jtoeifad^ jufammen- 
l^angenb* Sine runbe {Ringpäc^e lann burd^ einen in fid^ jurüdlei^ren* 
ben ©d^nitt in eine jtoeifad^ jufammen^angenbe gtäd^c aufgetßft mcr* 
ben, unb ift beöl^alb breifad^ gufammenl^angenb* Sine gtäd^e ift nfad^ 
jufammeni^angenb , toenn fie nad^ n — 1 fucceffiben ^tx^iifmhmizn 



j 



*) (SttUr de centro similitudinis 1777 (Nov. Act. Petrop. 9 p. 154). 
SWagnuö anaH?t.=^gcottictr. Aufgaben II p. 89 ff. SScrgl. §. 50 ff. ber citirten IIb« 
l^anbtung. 

**) SDicfc »id^tige Untetf(^eibung t)crbanft man IRicmann ©tunbtoacttK. 1851 
(6). Scl^rf&tje au« bet analysis situs 1857 (Srette 3. 54 p. 105. S5ergt Weuwanii 
Slberfie integrale 1865 p. 291. Sifling QEenfu« räumUti^er Som^lejcc 1861 (®ött. 
?(b^. ^b. 10) unb ®ött. mäfx, 1867 S«oe. 13. Vorbau (£rcKe 3. 66 p. 22. 68 
p. 297. SDiefelbe Untctfd^cibung tfH)Ott SWiJbiu« X^tom ber (ätewentar-sSewonbt* 
f^aft (Sei|>5. »etid^te 1863 p. 18) gcmad^t Sorben. 
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nlber elnfai^ jufammen^angenb ifl Sine mit r Wän= 
ttxa Berfe^ene glätte ift {r -|- 2fc)fac^ jufommenljaBgent', wotei k eine 
bft 3a^Ien 0, 1, 2, . . bebeutet. 

3b ben folgenben @ägeii ift unter einem ^ot^eber (§. 6, 1) ein 
gemeine« (mit nii^t me^rfa^ jufammenöattaenber Obetfläi^e) ju »er» 
ftef^n, V)tii)t» aüäf (nac^ Reffet) ein Suter'fc^eä ^ott^eber genannt 



8. Senn ein «Pot^eber / glasen, « ffiäen unb k Äanten l^at, fo 
ift/+ « = fc + 2.') 

beweis 1. 9ia(^ Sßegna^me eine« bei $o%one, au« beneu ba« 
^ot^eber fieftel^t, fte^ätt man ein offene« ^cl^ebet Bon / — 1 gläc^en, 
« <£(t()uneten unb k Santen. Wmat man Dom dtanbe beffetben ein %olti' 
gon weg, fo be&att man ein offene« ^ol^eber Bon /, = / — 2 glä- 
i^en, «,==(• gifpuncten unb t, = fc — 1 Santen. klimmt man Dom 
Stanbe beffelben utebeium ein ^oltjgon loeg, fo be^ätt man ein offene« 
^ol^eber oon /j =/, — i gtäc^en, e^ = e, — m ©ipuncten unb 
t, = t, — m — 1 Santen. U. f. ». ©a6ei ift 
■ _ 1 + « _ t = /j -(- e, _ fc, = /j + «j _ fcj = . . . 
b(i(^ bleibt 1 ^ot^gon mit eben fo »iel edpunrten at« Äanten (©etten) 
ig. Sttfo ift / — 1 + e — i; = 1, / + e - fc = 2. 

Sewet« 2. Um Don jeber @de ju jeber anbetn <kdt auf einer 
i Äonten befte^enben 8inie öberjuge^n, finb e — 1 ßanten erforber. 
I unb ^inreii^enb. 9]a<4bem ba« ^ot^ebei längs biefer Santen ger^ 
litten »orben ift, mug e«, um in feine / i5tä(^en jecftiidt ju werben, 
% läng« ber übrigen ftanten gerfc^nttten roetben. ^v. ber ^ei^tütfung 
/ Steile finb / — 1 3Erf<^"cibungen erforberlit^. SSlfo ^at ba« 
lieber e — 1 + / — 1 ßanten. 

»nmetlung. Senn man ¥o%ber fo jufammenftellt, baß nur 
n !^ielt eine glät^ be« einen Don einer glü^e be« anbern, ober eine 



*) Siefe« ®nnibge|eb ber ^oftebromettle (»cl^eS Bicßeic^t fc^on im attert^um 
Jint iDorbui ifl, loeit ait^imebte bieSei^e btr ^atbreguläten HJoI^eb« öottjHin' 
oniugeben »ctitiDc^t ^at) tommt juerfl oot in einem 1B60 BevauBgegebciieii Srag' 
rt con StBcoirteS (OeuTres inMites de Descartes p. M, Poacher de Careü, 
p. 2U). »«at einen Suffag be« 33etf. im 3)touat«fieti^t bei «erl. »cab. 1861 
1M3. »elannt nemo*! ronibe bae ©efeß iner[l but* ben neueren entbetht 
(tbeii Suter 1752 Nov. Comm. Petrop. 4 p. 109 unb bennelen p. 156. Sn- 
t Betoeife ^t man »on Uaut^lj 1813 J. de l'Ec. polyt. Cat, 16 p. 77 anb 
unert Stelle 3. S p. 367 (SSeioeiS ].), B. ©täubt 1847 ®eom. b. Sage 49 unb 
lerne btieff. aütttbeitung, Petersburg 1867 SHou. 10 (SeaeiB 2.), au^up ^rogi:. 
Bln. «eatBpmn. »ertin 1854 p. 4, enbli^ bur* ffletro^tung »on aBinteljunimen 
5ri(4tr ober Bloner ^olijgone »on »cgenbte ©eom. vn, 25, S'©uiriet 1812 
[g. Snn. 3 p. 178 unb ©teiner Sreöe 3. 1 p. 364. 
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totirenb bcn SBinIcI AnÄ' + 180« juräcftcgt, fo toitb fie mit bcr am 
bctn giflwt perfpcctit)ifd^ unb ber ^unct S ber innere Slcl^n(id^Ieit«punct 
bcr beiben gtgurcn**) 



§. 7. ©ie ^ol^eber. 

1« (Sine enbli(i^e ein ein^ige^ ©täd bi(benbe t^täd^e (plan, ))o[^« 
ebrtfd^, Irumui) ifl mit einem ober mcl^rern 9tänbem (Perimetern) ber^ 
feigen; eine gefd^toffene iiberall in fid^ prädlel^renbe gtäd^e lann aU 
eine mit einem unenbtid^ Iteinen 9?anb irgenbtoo berfe^ene betrad^tet 
toerbcn. auf jeber gtäd^e lönnen in fid^ jurfldEIel^renbe ®6fnxttf ge* 
mad^t »erben, meldte bie gläd^e in getrennte ©tüdte tl^eiten; bon benen 
eine« ganj burd^ ben ©d^nitt begrcnjt ift. 

2ßenn bic gläd^c fo befd^affen ift, bag iebcr gefd^toffenc ©d^nitt 
ein ©tüdt t^täd^e abtrennt, \ott6ft^ burd^ ben ©d^nitt aüein üoöftänbig 
begrenjt »irb, fo ift fie eine gläd^e bon einfad^em ä^f^^wimenl^ang (con- 
nexio) unb l^ei^t etnfad^ jufammenl^angenb**), j. S5. eine plam 
^ot^gonfläd^e, berch Perimeter pd^ fetbft nid^t fd^neibet, eine ^eiöfläd^e, 
ein S^etraeber, eine Sugelfläd^e, eine Äugeljone mit einem 9?anb, ffienn 
e« bagegen gefd^toffenc ©d^nitte bon ber 2lrt giebt, baß burd^ einen aU 
tcin ein ©tüd£ gläd^e nid^t boüftänbig begrenjt mirb , fo l^at bie gläd^e 
mel^rf ad^en 3wf öwit«^ w^^ng unb ^eißt mel^rfad^ jufammenl^angenb, 
j. Sb, ein pfaner ©treifen jtotfd^en jtDci gefd^Ioffencn Linien, eine ^cnt 
mit xtoei JRanbern, eine SRingflä^e. Sine 3oue mit jtoei SRänbern mirb 
burd^ einen xtoifd^en ben 9tänbcm fid^ erftredtenben gefd^Ioffenen @(^nttt 
jtoar gerftüd£t, aber e« toirb feine« bon beiben ©tüdEen allein burd^ ben 
©d^nitt boßftänbig begrenjt; l^ingegen tt)irb bie ^om burd^ einen bon 
bem einem 9?anb ju bem anbern gefül^rten Querfd^nitt in eine einfad^ 
jufammenl^angenbe gtäd^e aufgetöft, unb ift be^i^atb jtoeifad^ infammen-- 
l^angcnb. Sine runbe {Ringpäc^e fann burd^ einen in fid^ jurfidtle^ren* 
ben ©d^nitt in eine gtoelfad^ jufammen^angenbc gtäd^e aufgetöft »er- 
ben, unb ift be«]&alb breifad^ gufammenl^angenb* Sine gtäd^c ift nfac^ 
jufammeni^angenb , toenn fie nad^ n — 1 fucccfftben ^tx\ä)mü>mitn 



*) (Sttler de centro similitudinis 1777 (Nov. Act. Petrop. 9 p. 154). 
SWagnu« anaH?t.*gcottictr. ?(ufgabctt II p. 89 ff. SSergt §. 50 ff. ber citirten IIb- 
l^onbiuna. 

**) S)iefe toid^ttge Untetfd^eibung \)erban!t man IRiemann ©tunbtaacn ic. 1851 
(6). Se]^rf% Ott« ber analysis situs 1857 (Srettc 3. 54 p. 105. S5ergt mumann 
kbtV\6it 3tttcgratc 1865 p. 291. 8t|ltng (£cnfu9 räumUti^er (Som^lqe 1861 (®ött. 
W>^. ^b. 10) rnib ®m. maäfx, 1867 5«oö. 13. 3orban (grelle 3. 66 p. 22. 68 
p. 297. 3)ieferbe Untcrf^eibung ifl t)Ott SWiJbiu« 2:i^conc ber (Slementar-sScrtoanbt* 
f^aft (2t\ph. 8erid^tc 1863 p. 18) gemad^t ioorben. 
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n«^ Hnjetftiidt aiet elnfacti äufammen^ongenb ift. (Sine mit r Man* 
betn oerfe^ene glätte ift (r + 2k)\a^ jufammeit^angenb, »obei ifc eine 
brr Sorten 0, 1, 2, . . bebeutet. 

an ben folgenben ©öfeen ift unter einem ?Jo(^eber (§. 6, 1) ein 
gemeines (mit nic^t me^rfat^ iufammenbangenbn; Otteiflöc^e) ju Det> 
Mn, ml^ti aud& (nad^ $»effel) ein eulet'fd&e« ^Pl^ebei genanftt 



9. SBenn ein ^ol^eber / gläc^en, e i&dm unb k Äanten ^ot, fo 
i|t/+ « = fc + 2.') 

©eajeia 1. 9ia(^ ©egna^me eines bev ^ot^gone, oue benen bo« 
^ol^ebet befte^t, behält man ein offenes ^ol^ebec Bon / — 1 glätten, 
e @(fpnnrten unb k Äonten. 9iimmt man Dom Stanbe beffelben ein $Dti)> 
gen roeg, fo behalt man ein offene« ^ot^ebet eon /, = / — 2 glö- 
ä)m, «, = e edpuncten unb fc, = fe — 1 Äanlen. 9iimmt man »om 
SSanbe beffelben roieterum ein ^otijgon meg, fo bemt man ein offenes 
?ol?eber »on /, = /j — i gtä^en , e^ = e^ — n» (ädpuncten unb 
fe, = t, _ m — 1 fionten. U. f. ro. Dabei ift 

+ « - fc = /, + e, - fc, =/i + e, - fcj = . . . 
Hbt 1 ^ot^gon mit eben fo Diel @dpuncten a(S Jtanten (Seiten) 
fo Ift / — 1 + e ~ fc = l, / + e — fc = 2. 
eis 2. Um con jeber SÄe ju feber anbent (Bit ouf einer 
in befte^enben Sinie ttberjuge^n, finb e — l Sanlen etfotbet» 
linreiclfenb. 3tQcbbem büS ^Pol^eber tüngS biefec Äanten iet= 
orben ift, raufe eS, um in feine / gtäcben jerftüät gu njevben, 
'< bet übrigen Kanten jerfc^nitten luerben. 3" ^^ ^erftüctung 
le finb / — 1 3^'^"E'''"''8S" erforber(i(l&. Stfo ^at ba« 
s — 1 + / — 1 Kanten. 

:ertung. 33enn man ^ol^eber fo )ufainmenftetlt, bog nur 
eine gtäc^ beS einen bon einer %lMfe beS anbetn, ober eine 



eS ©nntbgtftb ber ^of^ebrointtrie (weltte* uieöciit ($on im attert^uiii 
ben ip, »eil aitSimebEB bie Sftei^e bet ^al6icflulSrEn ^JDl^ebet ooHpan- 
m Dement ^at) (omnit juerfl um in einem 1860 fieranegege&eneii grag= 
SeBcatteB (Oeiwres inedit«a de Descartes p. M. Foacher de Careü, 

»etgt einen auffae beS SGtirf. im aKonatSfccrii^t ber öetl. acab. 1861 
)etontit gemalt lounbe baB @eft8 junff bnt^ ben tieuctsn ffintbetfee 
lUr 1752 Nov. Comm. Petrop, 4 p. 109 unb btmiden p. 156, «n» 
E tat moit oon fioui^D 1813 J. de l'Ec. poljt. C^. 16 p. 77 unb 
ixtüt 3. 2 p. 367 (SeroeiB 1.), b. ©täubt 1847 ®tam. b. Sage 49 intb 
iefr. äRittSeiiung, ^etetBbuvg 1867 91o». io (S3tw«8 2.), augiift ^oflv. 
iTgemn. Seilin 1854 p. 4, enbli* buti ©ettat^hing oon aSintdfntnmtn 
)b« planer ^olljgone »on Stgenbre mom. VII, 25, £'$uilitt 1813 

3 p. 17g unb Steinet Sitae 3. 1 p. 364. 
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(Sdc bc^ einen öon einer Sde be« anbetn gebetft »itb, fo erlitt man 
ein außerorbentlid^e^ ^ol^eber , bei tozi6)tm bie Slnjal^en ber gläd^en, 
Sden nnb Kanten bon bem obigen 3wföntnien]^an8 öie^r obet weniger 
fid^ entfernen.*) 

©enn man ein ^oOjeber bnrd^ ^tnjufügung bon @(fen nnb gl«* 
d^en in eine ©nntme bon n ^ot^ebern jerlegt, an benen e« im ©anjen 
f,^e, k berfc^iebene gtäd^en, (gden, Tanten giebt, fo ift / + e — fc 
== 1 + w .**) ©efefet, baö erfte nnter ben bereinten ?Pot^ebern l^at /j 
gläd^en, e^ ©den nnb k^ Kanten; ba« fotgenbe l^at mit bem erften/j 
gfäd^en, e^ ©den, k^ Kanten nid^t gemein; ba« fofgenbe l^at mit ben 
borl^ergel^enben f^ gtäd^en, e^ ©den, fcg Kanten nid^t gemein, n. f. m. 
3ebe« ^ot^eber l^at aber mit bem folgenben ein ebenem ober nnebene« 
^ol^gon gemein, atfo ift nad^ bem Obigen 

/i + ei — fci == 2 

/2 "I ^2 — k2 = 1 

fz+ ^3— h = h U. f- tt). 

2)ie 3lbbition giebt f+e — k=l + n, 

3* £)ie Slnjal^f ber ^ol^gontoinlel auf einem ^ofljebcr ift jwei* 
mat fo gro6 atö bie Slnjal^t ber Kanten. !Denn iebe« ^ol^gon W fo 
öiel SBinlel ate ©eiten; nnter ben Seiten atter ^ot^gone fommt iebe 
Kante jtoeimal bor. S5ie Slnjal^t ber ^oft^gontoinfel ift gerabe, alfo 
lönnen unter ben gläd^en nnb gdfen be« ^ot^eberö ^ot^gone oon um 
geraber ©dtenjal^t unb Scfen bon ungeraber ©eitenja^t nur in gerabcr 
Slnjal^t borfommen. 

Sei einem $o(^eber bon / gtäd^en, e gdEen unb k Kanten ift***) 

6 + fc < 3/ < 2fc 
& + k < ^e <2k, 

4 + ß<2/<46 — 8 
4 + / < 2e < 4/ — 8. 

ÜDenn e« giebt 2k "ißol^gontoinfef, unb iebe gtäd^c ift minbeften« ^ brei* 
edtig, iebe (gd^ minbeften^ breifeitig. 5ßun ift (2) / = 2 -f ^ — «/ 
e == 2 + k — f, folglich 6 + 3fc — 3e < 2k, u. f. tt). Slu« ben 
erften beiben Segrenjungen folgen bie beiben legten, inbem man k burd^ 
f + e — 2 erfefet. 



*) «Poinfot 1801 J. de rfic. polyt. Cah. 10 p. 46, S'^uitter a. a.O., ber 
bie gätte, in benen ba§ (Suter^c^e ©efe^j nid^t gut, bereit« dafftpcirt l^ot, $ef* 
fet (SreKe 3. 8 p. 13. SSergt. 3acobi ju ^an ©minben ©eom. p. 436. 
**) (£au^^ a. a. O. p. 85. 
***) 2)e«carte§ unb (guter a. a. O. 
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6^ Mnncn toeber alle gläd^cn uiel^r atö fünfcdig, itod^ aüe Sden 
mel^r afö fünffcitig fein; fonft märe bie Slnjai^I ber ^pJ^gontDinlet min^ 
beften« 6/ ober 6c, atf o k nttnbeften^ 3/ ober 3c, mä^renb bod^ 6 + fc 
»eber 3/ noc^ 3e fifierfteigen laim. 

@d giebt fein "ißolVeber bon 7 Tanten, benit bie 3fad^e Slnjal^I ber 
gläd^en ober gden mü^te jtoifd&en 13 unb 14 liegen. 

Sine Staffification ber ntögti(i^en ^ol^eber »on k Tanten (bon / glä* 
d^en unb e Sden) ift nod^ nid^t ju ©tanbe gebrad^t toorben.*) 

4* SBcnn unter ben / gläd^en eine« ^bt^eber« /s breiedEige, f^ 
t)ieredtige, . . , unter ben e ßdten beff elben e^ breifeitige, e^ i)ierfeitige, . . 
finb, unb ba« ^oti^eber k Tanten f)at, fo ift**) 

/ = /3 + /4 + /5 + . . 

e = «3 + «4 + ^5 + • • 

2fc = a/3 + 4/4 + 5/5 + . . 

= 3^3 + 4^4 + 5^5 + . . . 

5Run i)at man (2) 2/ + 2e = 4 + 2k, alfo 

I. 2CA + /4 + . = 4 + ^3 + 2^4 + 3^5 + . . 

2(63 + 64 + . .) = 4 + /3 + 2/4 + 3/5 + . . . 

^ierau« finbet man burd^ Slbbition 

II. /3 + «3 = 8 + (/5 + e,) + 2(/6 + e^) + . . . 

SBenn man bie ©leid^ungen (I) abbirt, nad^bem man bie eine mit 
2 muItipHcirt l^at, fo erl^alt man 

in. 3/3 + 2/4 +/^ = 12 + 2^4 + 46, +•.+ /t + 2/s.+ .. 
363 + 264 + 65 = 12 + 2/4 + 4/5 +. .+ ^7 + 268 +... 

SBenn man bie (Steic^ungen (I) abbirt, nad^bem man bie eine mit 
3, bie anbere mit 2 multi^jUcirt l^at, fo eri^ätt man 

IV. 4/-3 + 2/4+^3 =20+264+5e5+86e + .. + ye + 4/7+.. 

463+264+/3 = 20+2/4+5/5+8/6+-. + 2^6 + 467+... 

2lu« (II) fd^tiegt man , ba§ bei feinem ^ot^eber breiedige gläd^en 
unb breifeitige @dten jugteid^ feilten fönnen; eö finb bereu jufammen 
toenigften« 8 borl^anben* 

5Die ©(eid^ungen (III) tei^ren: 

@in ^ot^eber ol^ne breiedtige unb bierecfige gläd^en l^at toenigftenö 
12 fünfedtige gläd^en ; ol^ne breifeitige unb bierfeitige (Scf en f)at e« »e^» 
nigftenö 12 fünffcitige Sden. 

♦) Sßcrgt tte Stnfängc bei (SuUr a. a. O. Steiner 1828 ©erg. $lnn. 19 
p. 36. ^oin^ot Compt. rend. 1858' p. 65, 3orban a. a. £). 

**) 2)ieje S3etra(^tunaen finb i)on Segenbre (Geom. Note 8) begonnen unb 
»Ott ©ergonne (Ann. ae Math. 15 p. f57) buatiftifd^ au^gejül^rt tüorben. 
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günftc« S3tt(i^. @tcreotttcttie. 



©n ^ol^eber ol^ne breictfigc unb fünfcdtge gfäd^en l^at njentgftcn« 
6 öiercdige gtäd^cn; ol^nc brcifeitigc unb ffinffctttge Sden l^at c« toc* 
ntgftcn« 6 bterfctttgc 6(fen. 

@in ^4JoI^cber ol^nc üiercdigc unb fünfcdige gtäd^en l^at toenigften« 
4 breiedige gtäd^cn; ol^nc Dicrfettigc unb fünffcttigc Sdcn l^at e« roe* 
nigftcn« 4 breifctttgc ßden. 

Sm 5ßoI^eber^ beffen @dcn fantmttid^ breifeittg finb, unb unter 
beffctt gtäd^en auger beliebig J^iet fed^^edigen nur entiDeber bretedige, 
ober öieredige, ober • fünf edtge Dorlommen, l^atmd^t mcl^r unb nicfct tt)c* 
niger ate 4 breiedige, 6 »ieredige, 12 fünfedige gtäd^en. 

©in ^ot^eber, beffen gtäd^en fämmtlid^ breiedig finb, unb unter 
beffen ©den auger beliebig öiet fed^^feitigen nur entmeber breifettige, 
ober i)ierfeitige, ober ffinffeitigc öorfommen, l^at 4 breifeitigc, 6 Dierfei^ 
tige, 12 fünffeitige Sden* 

£)ie ©teid^ungen (IV) lehren: 

ßin ^ol^eber ol^ne breiede unb bieredige gtäd^en l^at »enigften« 
20 breifettige Sden; ol^ne breifeitige unb öierfeitige Sden l^at e« mc* 
nigften^ 20 breiedige gläd^en. 

@in ^ot^eber, beffen glädfien fünfedig unb beffen @den breifeittg 
ftnb, l^at 20 Sden. (Sin ^ot^eber, beffen Sden fünffeitig unb beffen 
gtä^en breiedig finb, l&at 20 gläd^en. 

Slnmerlung. ^k an befonbern ^ot^ebcrn fritl^er*) mal^rgenom* 

ntene ^Dualität ift burd^gängig öorl^anben: iebem gegebenen ^ofljeber 

lägt fid^ ein polare^ ^ot^cber fo beiorbnen^ bog jeber wfeitigcn Sdc 

be^ einen eine medige gläd^e be^ anbern, jieber nedigen gtäc^e bc« 

einen eine nfeitige @de beöanbern entfprid^t, unb bag beibe ^oftjeber 

gteid^üiet Planten l^aben. wlan ^at nur nötl^ig, in Sejug auf eine bc^ 

tiebig gemä^tte Äuget bie (Sbenen «, ß, y,,. aufjufud^en, bereu $ote 

bie gd})uncte be^ gegebenen ^ot^ebcr« A, B, C,,. finb (§♦ 5, 12). 

• 
5. Unter ben 5Po(^ebern finb befonberö bie regulären Cißlato- 

nifd^en) bead^tet »orben,**) meldte reguläre gläd^en unb reguläre Sden 

üon je einer 3Irt l^aben. 

@tn reguläre^ ^ol^eber, beffen gläd^en ÜDreiede finb^ l^at entwc* 

ber breifeitige, ober tierfeitige, ober fünffeitige @den. 3n bem erften 



*) iKauroli?cu« (1532). SScrgl. 3. ö- £. TiülUx in ©runert «r^iö 34 
p. 1. tcp^ler harin. mundi V, 1. SWeijicr (1785) Comm. Götting. VII p. 
39. ©er angemeine 'Ba^ l^at feinen genauem ^uöbrucf burd^ ©crgonnc a. a.ö. 
erhalten. 

**) 2)ie Sntberfung bct ^latonifc^en $oX^eber (Plato Tim. p. -65 unb de anima 
mundi p. 98) toirb ber ^Jjtbagoreifdpen <S(fiule jugef daneben. S5on bcnfelben l^an* 
belt euclibe« (Slem. Xm ff. 
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gaffe f^at c« 4 ©rctede unb 4 brctfetttgc gcfen (4, III unb II), unb 
l^igt ein S;ctraebcr. 3n bem jtoetten gatte ffat c« 8 Dretede unb 
6 öierfeitige gtfen, unb l^eißt ein Octaeber. 3n bem britten gattc 
IJat c« 20 ©reiede unb 12 fünffettige gden (4, IV unb III), unb l^elft 
ein 3cofaeber. @« Wunen nidfit aöe (Sden fed^öfeitig fein (3). 

ein tegntSre« ^oftjebcr, beffen gfäd&cn SSicrede finb, fann nur 
breifeitige @den l^aBcn, unb f)at bereu 8 (4, II) nebft 6 gtäd^en (4, 
III), unb l^eifet ein ^ejaeber. 

Sin reguläre« ^ol^eber, beffen gläd^eu gimfede finb, lann nur 
breifeitige Sden l&aben unb l^at bereu 20 (4, IV) nebft 12 gläd^en (4, 
TU), unb l^eigt ein ÜDobecaeber. (S« fönnen ni(^t aße gtadfien ®cd^«* 
c(fe fein. 

©abon btiben ba« STetracber mit fid(> fetbft, Octaeber unb ^eja^ 
cbcr, Sjcofaeber unb Dobecaeber je ein ^aax, fo baß icber wedigcn 
Stäche be« einen ^ol^eber« eine mfeitige @de be« aubern cntfj)rid^t. 

«, Unter l^atbregutären (Slrd^imebeifd^en) ^ofi^ebern*) 
tocrben fold^c bcrftanbcn, bte glcid^e unb ä^ntid^e Sdcn l^aben, cingc^ 
fd^Ioffcn Don regulären gläd^en berfd^iebener Slrtcn. S)enfet6en guge=» 
orbnet ftnb fotd&e ^ot^eber, bie gfeid^e unb äJ^nüd^e Städten l^aben, unb 
an jebcr gläd^e reguläre Sden berfd^iebener Slrten. 

I. SBenn ba« ^ol^eber nur mfeitige ©den ffat, fo ift (4) 

2Jfc = wie = 2« + 2/ — 4, 

m — 2 

Die mSgfid^cn gtäd^en ftnb (3) 

m = 3, 2fc =" 3c = 6(/ — 2), 

m = 4, fc = 2e = 2C/ — 2), 
m = b, 2fc = 5e = V (/ — 2). 

n. 933enn an Jeber (Sdc be« ^ol^eber« « aedige, /3 ledige, y 
cedige , . . gtäd^en liegen, f o ift 

2fc == (« + jS + _) e. 

Sluf bem ^ol^eber giebt c« ae 2BinIet, bie ben aedigen gläd^cn angc^ 
l^Bren, unb ben aten S^eit fo biet gläd^en öon biefcr 2lrt, u. f. U)., folg* 
fic^ ift 

*) 3)ie toon S[r(^imcbe8 entbetften l^albtegutätcn $o(^eberfmb toon ^a^^u« 
V, (Sinlcitunfl ju prop. 18 bcf(3^rieBcn »orben. Äei^i^tcr ^larmonice mundi II, 
28) ]^t biefctben abgeleitet unb abgebitbet 3Sergt. $Wcier ^itf^ geom. 2[ufg. n 
p. 127 ff. 2)tc l^albregulären ^oti^ebet, tot\6)t ben SlrdS^imebei^en ^otar jugeorbnet 
fittb, flnben fld^ juerfl in 3. $. 2:. 2)f?üUcr^e Irigottontettie 1852 p. 345 ertuä^nt. 







218 günft«« ^ä). Stereometrie. 

..V S3crm5gc bcr @feid^ung 2/ + 2« — 2fc == 4 l^at matt atf o 

ober 

ÜDer ©ubtraljenb l^at feltien gertitgften SOSertl^, tuentt « == jS = . . = i, 
a = 3, ft = 4, . . • gflun tft aber 2<i + i + f + i; alfo 
giebt e« lern 5ßo(^eber, beffen Scfctt fämtntttd^ auf gletd^e SBetfe ocn 
mel^r afö bretertet ^ol^gottett etttgefc^toffcti tperben. 

IIL aOSentt alle Stfett be« ^ot^eber« auf gtetd^e SBeife bon « 
aedtgeu, ß ftedlgen unb y cedtgen Stächen eingefd^toffeu finb, uub eine 
ber ^af)kn a, b, c, i. So, a ungerabe Ift, fo muß eine ber ^affkn 
« — ^/ ft y minbeften« 2 betragen.**) ^Bereinigt man mit ber erftcn, 
britteti, fiJnften, . . ®titt eine^ a(^d^ lebe^mal eitte ©cite etne^ agd«, 
fo treffen jute^t an einer ddt bret a(idt jufammen. SSerctnigt man 
mit ber erften, britten, fünften, . . ®eitc beö aSd^ lebeömal eine @eite 
etne^ bQd^, fo treffen guteftt an einer (äde gtoei bddt jufammen. ©ft- 
l^er fann nid^t iebe ber ^a^tn « — l, jS, y »eniger aW 2 betragen. 

IV. §iernaci^ ergeben fid^ atö mögfid^ 

2lr(^tmebeifc^e ^ot^ebcr mit breifettigen Sden: 
3ebe ßde toirb i)on einem «iSd unb jtoei ftßcfen eingefd^Ioffcn. Die 
^af)i b muß gerabe fein (HI), SIRan ^at (n) 

unb erl^ätt folgenbe SluflBfungen 



a 


n 


3 


3 


3 


4 


5 


b 


4 


6 


8 


10 


6 


6 


e 


2n 


12 


24 


60 


24 


60 



e 2e 

Sin ^ot^eber biefer 5lrt l^at — aedige unb ^ ledige gtäd^en. 

SBirb iebe (Sdc bon einem a&t, einem 6Sd unb einem c@d ein-* 
gefc^loffen, fo muffen a, b, c gerabe ^af)Un fein. Die ®tcid^ung 

(§ + !+!-'> = '■ 

l^at itur jmet Säuflöfungen 



*) iWeier ^\x\6f a. a. O. p. 171. 
*♦) Äe^^ter a. a. O. II, 17. SWeicr ^ix\6f a. a. D. p. 142. 
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a 


& 


c 


c 


4 


6 


8 


48 


4 


6 


10 


120 



ein fclö^e« <Po(^eber ^at - aedige, -^ ftedtge unb - cedtgc gläd^eit. 

arc^lmcbeifd^c ^ol^cbcr mit bietfcttigcn (Scfcn: 
3cbe @(fe »irb »on brct agden unb einem ftSd ein9efci(>Ioffen. S)ie 
©(eid^ung 



(i-i-'>-^ 



l^at bie Sluflöfungen 



a 


6 


e 


3 


n 


2n 


4 


3 


24 



©n folc^e« ^ot^eber l^at - aecfige unb y AeÄge gtäc^en. 

3Btrb Jebc Sde üon j\»et agtfen unb jwei ftgden eingefc^toffen, fo 
l^at man bie ©(eid^ung 



:i+f-')«-^ 



mit ben Sluflöfungen 



a 



h 


e 


4 


12 


5 


30 



3 
3 

ein fold^ed ^oft^eber ^at - aedige unb ^ ledige gläd^en. 

ffiitb iebe'gde bon einem a(i&, jmei 6@cfen unb einem c@(f ein=* 
geft^^loffen, fo muß h gerabe fein. 9Iu« ber ©teid^ung 



e+i+4-'>=^ 



folgt nur 



a 



60 



©iefeö ^ot^eber l^at 20 S)reiede, 30 Sierede unb 12 günfede. 

ard^tmebeift^c ^ot^eber mit fünffeitigen @den: 

3ebe @de tpirb t)on bier aSden unb einem ftSd eingefd^toffen. £)ie 
Stellung 



gßnftcs asu^. Stereometrie. 

mtiM ÄnA' + 180" jurödlegt, 
perfpectioifi^ unb ber $unct S ber i 
Stauten. ') 



§. 7. I)ie «PolDebc 

ne enblii^e ein einjigeS @tiid &t(bei 
nm) tfl mit einem ober mel^rein 9{ä 
gefc^loffene überaU in fti$ juiötftel 
nem unenblit^ Heinen 91anb irgent 
uf jeber $[ad|fe tonnen in fii$ jur 
tn, toeti^e bie glöi^e in getrennte S 
Durc^ ben S^nitt begienjt ift. 
bie Ställe \o 6ef(!^affen ift , bag te 
Stä^e abtrennt, icelctte« bin:(^ ben ^ 
:b, |d ift fie eine ^täc^e bon einfa(^ 
l^eißt einfad^ jufantmen^ange 
te, beten ^erimetet \\^ felbft nii^t f 
er, eine ÄugcIflS^, eine ftugetjone 
gefd^loffene Schnitte bon ber 31rt gti 
M t^Iäc^e mä)t coIIftSnbig begrenjt 
3ufaninien^an8 unb ^eißt me^rfoc^ 
ilaner Streifen }tDifi^en juei gefc^Io 
änbetn, eine 9ttngf[ä(^e. Sine ^mt 
jWifi^en ben SRanbem fi$ erfttectei 
dt, aber ed mirb felnee con beiben 
Iftänbig begtenjt; l^ingegen wirb bi' 
SRanb ju bem anbern geführten Ou 
mgenbe glöi^e oufgelüft, unb ift be« 
@ine runbe SRingfläi^e lann burc^ ei 
; in eine )ivetfad& lufammen^angent 
t beä^atb breifac^ iufammen^angenb 
mgenb , toenn fie nac^ n — 1 fuccefftben 3"ff^''"*"i"8''' 

X de centro similitudinla 1777 (Nov. Act. Petrop. 9 p. 154). 
ial?t'^8«tnetv. aufaa&en II p. 89 f|. »etgL §, so f[. ber dtiiten Stt- 

mii^tise Untetfcfteibnng uerbantt man Sitemonn (Snttiblaßen x. 1851 
aus btr annljBiH sjtas 1S57 SreHe 3. 54 p. 105. ajeigl. StenmanB 
egtale 1865 p. 291. £i;iina Senfue rSumlic&ei: iSom^leie 1861 (mü. 
) nnb ®iSö. Wo^r. 1867 9foi). 13. 3orban SwUe 3. 66 p. 22. 6S 
:Ibe Unterit^eibung tfl uon aitebius 2::^ei>rie ber &[emtntäT'»envant)t' 
Seitt^te 1863 p. 18} gemacht uorben. 
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i^ {ufammen^angenb ifl. Sine mit r 9tän= 

(r -j- 2jfc)fac^ jafammeti^iangenb, aobü fc eine 

ebeutet. 

äfeen ift unter einem ^ol^eber (§. 6, 1) ein 

^rfa(^ jufommen&anaenbet Oberflä^e) ju »er» 

$»effel) ein euler'fd&e« ^ol^ebet genannt 



ebet / Slawen. « Sden unb it ffianten ^at, fo 

ilSegna^me eined bei '^cl^gone, aus benen ta9 
'Voi^etet befielt, be^jält man ein offenes ^Jol^eber Ben / — 1 gläc^en, 
e <£d))uncten unb A: ftanten. ^immt man Dom iRanbe beffelben ein $0(9' 
flon meg, fo te^ätt man ein offenes ^ol^ebet con /, = / — 2 gtä* 
(^eit, «1 = e ©ipuncten unb fc, = fc — 1 Äanlen. SRimmt man ooin 
iRanbe beffelben »iebetum ein ^olijgon weg, fo bemt man ein offene« 
^ol^eber oon /,=/,— ! gtä^en , «^ = e^ — m gdpuncten unb 
fcj = t, — m — 1 fianten. U. f. ro. Datei ift 
/ — 1 + e — fc = /, + «1 - fc, =/i + «s — *^2 = ■ ■ ■ 

Snblid^ bleibt 1 ^ot^ßon mit eben fo Biel dApünüen als ffianten (Seiten) 
üirig. ätlfo tft / -- 1 + e — it = 1, / + e — it = 2. 

9etDeie 2. Um Don feber Qede ju iebei anbem @ife auf einer 
ou« ffianten befle^enben Sinie ilberjuge^n, ftnb < — 1 ffionten erforber« 
Ii((» nnb ^inreit^enb. ^ai^bem bas ißol^ebcr tängö biejer ffionten jei* 
f^nitten loorben ift, mu^ eö, um in feine / gtoc^en jerftüiJl ju merken, 
Bo^ länge bet übrigen ffionten jerft^nitten werben. 3" ^" ^erftücfung 
in / JE^eite finb / — 1 3erfd&neibunflen erforberlti^. aifo ^at bafl 
^ot^eber « — 1 + / — 1 ffianten. 

SInmettung. ®enn mon ?ßol^eber fo iufammenftellt, ba§ nur 
jnm !I^eit eine gläc^e beS einen »oti einer gtät^ be« anbern, ober eine 



*) S)itfe8 ©nmbgefeb ber ^ol^ebiometrie {toeti^ta »leHeiiit fcton im aitert^um 
nfannt trorben ift, weil atiimebtS bie Md^it bet ^atttegulüTen Spotpebet oottftSn' 
big anjugtSen Betmo^i ^at) (onimt psrfi wt in einem 186u betauBgeg ebenen Sraa- 
ment oon SeScatteS (Oeuyres ineditoa de Descartes p. M. Ponclier de Oareu, 
n p. 214). »ergl. einen auifaß btB äJerf. im Ktonatälieti^t b« SSerl. acab. 1861 
p. 1043. SrtQnnt attno^t würbe büS @(feB iuerp but* ben neueren @ntbedet 
beffelben Suler 1752 Nov. Comm. Petrop. 4 p. 109 unb beimeltn p, 156. »n- 
btte «OTtife ^t man uon Uaut^D 1813 J. da l'Ec. polyt. Cah. 16 p. 77 mib 
«tuneit öteae 3. a P- 3ö7 (©eweie 1.), M. ®taubt 1847 ®eom. b. Sage 49 unb 
X^ieme btitfl. aKittbeilung, $etcre6uirg ise? 9foB, 10 (©etteiS 2.), Suguft ^oat. 
b. ISIn. Stealgqmn. Berlin 1851 p. 4, cnblit^ bur$ S9etiai$tung von aSintclfummen 
(p^rif^CT ob« plann iPol^gone öon Segenbre ffleom. TU, 25, ?'©uilier 1812 
©erg. »nn. 3 p. 178 unb ©telaer Ureile 3. ] p, 364. 



gllnHee aSi«^. ©tereomtfti 
len Von einei @de bed onbem i;ebc 

Jatiteti Don bem ofcigen 3i>f'>"'nis"' 
n.') 

man ein ^plt^eber buT<$ ^(npfSgi 
: Summe Bon n ^otflebern jertegt, 
fd^iebene gtäd^en, gden, Äaitten gi 
") Oefeßt, baS erfte unter ben De 
ffiden unb fc, fflanten; ba8 folgent 
iSden, It; Tanten nit^t gemein; 1 
'en /s 3Iä(^ii( «3 ©den, k^ ftont 
•ber ^at aber mit bem folgenben ei 
nein, olfo Ift nac^ bem Obigen 

/i + '1 — fci = 2 
/, + «.- ti = 1 

m giefct / + « — t = 1 + «. 

ie 9(nja^l ber ^of^gontcintet auf i 
al8 bie Jlnja^t bet flanten. I)et 
atd Seiten; unter ben Seiten alle 
läl Bor. Vit Slnja^^l ber ¥•>%<> 
c ben glätten unb (äden be8 ^ol^f 
nja^t unb (Eden Don ungeraber ®i 
immen. 

lem ^ot^eber Don / glücken, e ©d 
6 + fc ^ 3/ < 2fc 
6 -f- t < 3« < 2fc, 

4 + / < 2e < 4f - 
bt 2^ '^ol^gonivinlel, unb jebe ^U 
Mt miubeftens breifeitig. lüun ift 
'•: — f, fotglil* 6 -f- 3fc — 3e < 
®egrenjungen folgen bie beiben le^ 
\ erfe^t. 



ot 1801 J. de l'Ee. polvt. Cah, 10 p. 
Denen bo8 ffiiitet'f^e ®efe6 niil&t gi«, 
S p. 13. Setgl. Sacobi ju »an ©rcinl 
? 0. a. O. p. 85. 
irttS unb äulev o. a. O. 



Jen me^r a(s fünfeifig, ncd^ olle @äen 
}Ste bie 3[nja^l bet $pl^gonU)inteI mm' 
eftenS 3/ ober 3e, toa^renb fcoi^ 6 + fc 
in. 

7 Kanten, benn bie 3fai$e Slnja^I ber 
eit 13 unb 14 liegen. 
i^en ^ül^ebet »on k Äanten (öon / gtö« 

ju ©tanbe gebracht tootben.*) 

äc^en eines ^ol^eber« /a bretecfige, /, 
beff elben cg breifeitige, e, oierfeitige, . . 
n K f" 'P") 

^4 + /5 + ■ - 

i. + «5 + . ■ 

" 4A + 5A + ■ ■ 
h 4e, + 5«5 + ■ ■ ■ 
4 + 2i, alfo 

4 + «3 + 2*4 + 3e, + . . 
4 + /s + il/i + 3/, -1- . . . 
ion 

+ «J + 2U + «e) + . ■ ■ 
: (I) abbiit, nad^bem man bie eine mit 
I 

- 2*, + 4«, +..+ /, + 2/,.+ .. 

- 2/< + 4/, -h..+ ^ + 2^8+... 

; (I) abbirt, nai^bem mon bie eine mit 
^ät, fo etl^ätt man 
B,+5e,+8ee + ..+?/6 + 4/,+.. 
'i+5/5+8/G + .. + 2fs + 4«,+... 
: bei feinem ^ol^ebet breiedige gläi^en 
jlen fiJnnen; es finb beten jufümmen 



iE unb bteredlge gtäd^en ^at »enigftenS 
feitige unb bierfeittge föden ^at es roe^ 



a. a. O. ®tdntt 1828 ®CTg. 9nn. 19 
). 65, SoJrba« a. a. D. 
fegenbre (G^oni. Note 8) fitgotinen unb 
, 157) buatiftif^ ouäB'föW motten. 
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Sin "^ol^ebet o^ne bteiecfige unb fünfedlge 
6 »ieteäige gläd^en; o^ne bteifeltige uiib fünffi 
ntgftenö 6 tiierfeltige ©den. 

ein ^ot^ebet oijtit »leredige unb fünfölifle 
4 breiedige glücken ; c^ne eierfeitige unb fänff 
nigftenS 4 breifeitige (Scten. 

föin spcl^ebet , beffen ©den fämmtli^ br^ 
beffen gläc^en außer feelieSig Piet fei^öedigen 
ober üietedige, Dbetfünfecttge corfommen, ^at n 
niger afö 4 breiedige, 6 »teretfige, 12 füufedige 

©tu '^ßcl^ebet, beffen gfac^en fammttit^ b 
beffeii @cfen außer beliebig Biet fed&öfeitigen n 
Dbet Bietfeitige, ober filnffeittge Bcrfcramen, ^at 
lige, 12 fünffeitigt gdfen. 

!©ie ©teic^ungen (IV) teuren: 

@in ^ol^eber o^ne breiette unb Dieteifige 
20 Breifeitige ©den; o^ne breifeitige unb Bier 
nigften« 20 bteiedige gtäi^en. 

ein ^ot^eber, beffen 8(ä<^en fünfedig unt 
finb, i}at 20 laden. Sin 'Sßct^cber, beffen ffid 
glä^eu breiedig finb, ^at 20 üflät^en. 

Slnmertung. I)ie an befonbern ^ot^ebei 
mene Sualität if( buti^gängig Bor^ouben: jrt 
läßt fl(^ ein potarea ^ol^eber fo betorbneu, 1 
be« einen eine medtge gtöi^e be8 onbern. Je 
einen eine nfeitige ©de befl anbern eutfpritftt, 
gfeid&Bicl Äanten ^aben. 5^an i)M nur nBt^ig, 
tiebig gewählte Äugel bie (äbenen a, ß, y... \ 
bie (ädpuncte be6 gegebenen ^ol^eber« A, B, C 

9. Unter ben ^ßot^ebern finb befonberö bie regulären (iSlato^ 
nifc^en) beamtet morben,**) roett^ie regutöre gtäd^en unb reguläre Sden 
Bon \i einer 21rt ^aben. 

©n reguläres ^ol^ieber, beffen glätten I)veiede finb, ^at enlioe» 
ber breifeitige, ober Bierfeitige, ober fiinffeitige edeu. 3n bem erften 

•) SDIauroI^cuS (1532). Setgl. 3. ©- %■ W&XUx m ®ninttt Sn^iu 34 
p. 1. Sepplei hftrm. mundi V, 1. aKeijtei (17S5) Comm. Qötting. VHp. 
39. S« attgemeine ®a6 6ot (einen genauem aiiSbrud butt^ ®etgonne a.a.O. 
et^lten. 

"] Sie Sntbeilung bei ^fatonift^en qjolijtbtr (Plato Tim. p. -65 unb de xmm 
niiindi p. as) wirb ber SutBaaoreifien @4ule iUflefiriefcen. Son btnfefttn Son- 
bell eil dibeS eiem. Xm ff. 
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unb 4 breifeitige ©den (4, m unb 11), unb 

3n bem jrceiten ^atle ^at e« 8 ^retede unb 

ei^t ein Octacber. 3n bem britten gotfe 

2 filnffeitißC etfen (4, IV unb III), unb ^eißt 

men nid&t alle ©den fec^Sfeitig fein (3). 

ber, beffen gtöc&en Sßierecfe ftnb, lann nur 

unb ^flt beten 8 (4, II) nettft 6 i5täc^en (4, 

lebet. 

ber, beffen j5Iäi^en Snnfetfe finb, lonn nur 

b \)at beten 20 (4, IV) nebft 12 glasen (4, 

icoebet. <S8 lönnen nic^t aße glöc^en @ec68> 

:ettaebet mit fiit feCbft, Dctaebet unb §efa» 
Decaebet je efn ?aar, fo baß jebet medigen 
■8 eine mfeitige ©de beö anbem entfpttd^t. 

juläten (Sttt^imebeifc^cn) ^ol^ebetn') 
ble gleite unb ü^ntic^e Öden ^6en, einge* 
flächen oetfi^iebenet Strien. SDenfelBen juge* 
c, bie gteii^e unb ä^nüi^e jjläc^en ^aben, unb 
Sden oerfdftebener airten. 
bet n«t mfeitige Sdeit ^ot, fo tft (4) 
= me = 2e + 2/ — 4, 

bC3) 
2t =-= 3e = 6(/ — 2), 
k = 2e = 2(f — 2), 
2fc = 5e = ',5 (/ — 2). 
■ @de beä $o%betö « «edige, (J iecfige, y 
folft 

= (« + ^ +..).. 

es ae aSintel, bie beit «edigen glücken ange» 
fo Diel gläc^en Bon biefet 3lrt, u. f. id., folg' 



=(:+l+->- 



'< enlbrften Itatbreguiaten ^Potflebtr finb bon ^öptMiB 
((^rieben tcDvben. Seflpttt (harmonice mundi 11, 
b o6gebitbet «eral. aHder ^tir(r6 geom. Sulg. II 
^Dliiebn, reelt^e ben Sin^imebeifttcn polar pgeotbnet 
. %. SKttller'B irigonomttrie 1852 p. 345 mDä^nt. 



ganfM ^^ Stereometrie 



a3etm6fle ber Slelc^ng 2/ + 2e — 21: = 4 1 

ober 

3)er ©ubtro^nb ifat feinen getiiigfteit SBert^, rott 
o = 3, 6 = 4, . . . Sßun iyt a6« 2 < i - 
fliebt e« («in ^oltjeber, beffen Eden fämmtli^ 
me^r alS breierlei ^o%onen eingefd^lcffen iperbe 

in. SBenn alle «den bes ^ol^ebetö au 
aedigen, ß iedigeit unb y cecEtgen S'Äf^n eingef' 
bet ^a^lm a, h, c, j. 33. a ungetabe ift, (o 
" ~ ^> ß> 7 minbeftens 2 betragen.'*) Sßereini] 
brttten, fünften, . . ©elte eine« a(5(f« jebeemol ei 
fo treffen jule^t an einet @cte brei oSde jufat 
mit ber elften, brilten, fSnften, . . ®eite bed atSd 
einee 6@ctd, \o treffen julegt an einer (£de jmet i 
l^er fann nic^t {ebe ber ^a^ivx a — \, ß, y xo 

IV. ^iernad^ ergeben fi(^ al8 möglich 
3lr($imeb eifere $o(^eber mit breifi 
3ebe @de wirb Oon einem aSd unb jlDet 6@<(t 
3a^l 6 muß gerabe fein (ni). aWan ^at (JI) 

(l + |-'>-' 

unb erhält folgenbe Stupüfungen 

a I n 3 3 3 4 £ 

6 i 4 6 S 10 6 ( 

e II 2n 12 24 60 24 6< 

ein ^ol^eber biefer Strt ^at - «edige unb j b\ 

SBtrb febe ©de »on einem olSd, einem fi@d 
geft^loffen, fo mfiffen a, b, e gerobe ^af)Un fein, 



l^ot nur jlDei SluflÜfungen 



; 1 8 I 48 

ge, ^ Sedifle unb — tedige glasen. 

»er mit »ietfeitigen ©den: 

i unb einem fiSd eingeWtoffen. 5Die 



I 3 I 24 

(ige unb j ftedige glätten. 

iden unb jroei fiöden eiiigefd^loffen, fo 



Sffiirb iebeßde »on einem a&d, imti 6@cfen unb einem cffid ein:- 
Steffen, fo mug b gerabe fein. 9Iu8 bet ©leit^nng 



jolgt nur 



3 I 4 t 5 j 60 
©iefe« ^ol^ebet ^ot 20 '©reiede, 30 SBierede unb 12 günfede. 

ari^imebeifi^e ^ol^ebet mit fanffeitigen ©den: 
3ebe ©de icitb tun Biet a@den unb einem 6®d eingetdfloffen. 13ie 



gQnfte« «n<^. ©tcrtomett 



luflBfungen 

« I b 



I 24 

3 I 5 I 60 

leS ^ol^ber ^«t — aetfige unb y ftedi 

mer!ung. ¥ap))U« unb ^tppUt i 
, »eil fie njeflcn i^tet Unbeftimtnt^it 
I, beren ©Jen entlcebet jebe »on iwet 3; 
; Bon brei aSteleifen unb einem n@d ei 
t$üt ^of^ebet, nelcbe nut medige |$lä 
tetjenben SRe(uItate butc^ aegenfeltlge 9 
:n stächen unb afeitigen Scfen, unb pt 
leotbnett ^of^eber mit breieiligen, Diereif i 
efen ^ol^ebetn fiub befonber« bie M^o 
iffiien') betrad&tet toorben; bo« eine Di 
i<$e juei bteifeittge unb jmei eierfeitige 
nlben ^at an (eber gtäd^e jmei breifelt 

9la($ anbern al« ben oben angege'&e: 
^e unb äCn^tmebeifd^e ^ol^eber nic^t 
iij ober jum 5E^ei( regulären ^ol^eber^ 
IT einee (o(c|»en nic^t tDibeTf))re(!^en, mi 
lelfläc^e buicl» ^auptfreife in ein \p1)i 
ot^gone fp^ärifi^ [inb unb biefelbe Sli 
i bie plamn Sßcl^gone be« ju conftrui' 
{u tft erf orbertid^ , ba| man aud eine 
) bet ffiugel bie Sogen 0A„ OÄ^,. 
a% bie SJinlel ber Seinen J, O^j, 
(ären ))tanen ^ol^gone glei($ loerben, i 
t[4lte§en.*') 5)ann enthalten ßie @6et 



:l)1)Ier tt, a, O. H, 27. aRtlet ©it(* a. a, 
neit^net man b«t acfu^ten <!entrin)intti bet fl 
)(t flefucftttn Sfflintel ber «ogm ^,0_4,, ^jO 
SBinId ber ©t^ntn ^lO-ij, Ä-^OA,, . . bni 
iiit betn »on O auäge&enbnt fflabiuB bev Sugi 
ttnB fp^rif^'triBCi'omtttifd^en @tünb«ii 

coslij = sinj*, : Biii]Z, = 
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refliilärc |)Ianc ^otijgonc, bte bcr Äuget eingef einrieben finb, unb bcrcn 
©eitcn eben fo lang finb ate bie gleid^en ©eignen OA^, OA^,, . . !J)le 
(Sdpuncte biefer ^oftjgone beftimmen toieberum reguläre f<)^ärifd&e $o^ 
I^gone, unb jtoar « agde, /3 b(&ät, y c(&dt, bie um ben ^utict O in 

bcr gefud^ten SBeifc tiegen. 3n ber Jl^at betragen — fotd^e reguläre 

Cw 

f^jl^ärifd^e agde, ^ ^®*^/ — ^*®<*^ sufammen eine Äugetpäd^e. ®tnb 

nSm^ ^1, *2, *3 bie aBinlet bet regulären f<)^ärif(^ett agde, 6(g(!e, 
c(5(f e, fo ^at bie gläc^e be« aQd9 (§. 4, 5) ben fBitvÜ) a«, — (a— 2) . 180«, 
u. f. tt. e« ift aber (5, II) 

- [«#, — (a _ 2) . 180»] + ^ [6*2 _ (6 _ 2) . 180»] 

-j- ?f [cdj _ (c — 2) . 180«] 

C 

= 4. 180^ toeit a^^ + j3^2 + y^a =2. 180^. 

^ternad^ tiegen atte Sden eine« Slrd^imebeifc^en ^ot^eber« auf einer 
Äuget; bie Sden beffetben, »etd^e mit einer ßde burd^ Äanten ber* 
bunben finb, tiegen auf einer (Sbene. 

3u einem Slrd^imebeifd^en 5Potijeber finbet man bad poiaxt, inbem 
man burd^f bie (Sdt))uncte bie (Sbenen tegt, n>etd^e bie umgefd^riebene 
Äuget berül^ren. SBenn mel^rere Sdfpuncte auf einer Sbene tiegen, fo 
gel^n bie baju gel^örigen J^angentenebenen burd^ einen ^unct (§. 3, 6). 
@inem regulären a(id entft)rid^t ba^er eine regutäre afeitige @d(e, ftatt 
ber wfeitigen (Sdten erl^ätt man beftimmte medtige gtäd^en. Sitte gtäd^en 
be« polaxtn ^ot^eber« berül^ren eine Äuget; bie gfäd^en beffetben, 
toetd^e mit einer gtäd^e hmäf Äanten berbunben finb, l^aben (erweitert) 
einen "^unct gemein. 

Sei einem ^tatonifd^en ^ßoti^eber tiegen bie Sdtj)uncte auf einer 
Äuget, toä^renb jugteid^ bie gtäd^en eine concentrifd^e Äuget berühren. 
!Die SKitten ber gtäd^eu finb bie (Sdfpuncte eine« polaxm ^ot^eber«. 

5lnmerfung. Sieben bem ^tatonifc^en 3cofaeber unb !Dobecaeber 
giebt e« nod^ ein @tern:«3cofaeber unb ©tern^Dobecaeber, 
jene« mit 12 fünffeitigen Sdten, bereu Äugetfd^nitte regutäre f^)Prifd^e 



alfo 

ncbfl «^, + ßd^2 + y*8 = 3600. g^ergl. SReier ^irf^ a. a. O. p. 151 unb 176. 



vag 

■•'S 



gilnftcB Sßuüi. ®t{r«>nietrie. 

fede finb, imb bie »on teflutären 
;fee mit 2U bret|eiltgen (iden, bie 
liifiefi^loffen tDeibm. Sugerbem leii 
e (2, ainm.) regnlütc ^ol^ebei 
n, beten ©c^eitel mit benen eine« ' 
Uen unb bereu flugetft^nitte reguläre 
einen, gemeine i^iinfecfe bei bem 
. bie bei bem einen reguläre gemi 
ctupnfede finb; beibe mit 30 Stai 
^en ^nl^eber finb jur ^tii nic^t bete 

enn baä i^ct^eber « (£den ^ot unb i 
Perimeter fii^ fetbft nic^t ft^ndben, 
»infet auf bem *4JoIl)eber (2e — 4 
nme ber iffiinlel eine« planen egdö," 
a 1. SDa« ^ot^eber ^abe k Äanten 
ige, eine iedige, . . . i)ie ©umrne bi 
ber eorauagefe^ten SBeft^iaffen^eit l 

bie ®umme bei täinttt auf bem ^i 
". 9lun ift a + 6 + . . bie änjo^ 
olflli« (2) 

+ 6 -t---— 2/= 2k'— 2/ = 
i 2. @ine afeitige <Sde be« ^ol^ebei 
Ic^e eine gemeinfc^aftlid^e ®t)i^e ^abei 
<en. !£Qenn man biefe Sireiede uon t 
ne Oeffnung, bie man mit a — 2 53 
lieber mit e (£den, beffen glätten aus 
lemnat^ ein iliol^eber mit e — t (Sdf 
:ieifen befte^n. Sei 4 Sden giebt e 
d — 2 (e — 4) = 4, d= ie 

nn ba« ^ol^eber / gläcl^en ^at u 
:, beren ^etimet« fi^li ff'^f^ n'tlJt fd 
nute feinet tJlädtienwintel loeniger bie 



cm<3>abeaieber unb boe ougtrorlKntti^e^oI 
Itt 1619 (Harm, mnndi II, 26) juttfi b 
m reaulSrni ^polijebet »on lioiiifot laoi 
tgl. mitatx übet »itledc unb Sietflai^e 1 
(ilatonifi^eii '))o(vebet banbdn oufiet *oln' 
^t. Gab. 16 p. 6S unb iStrUanb Compt 
;te« unb lEuler a. a. O. 
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foolel al« bie Summe b« 3öin!el einee t)(a= 

'lieber i}Abt k Santtn unb e Qdeu, barunt» 
... S)ie Söiufel ber afeitigen eck Ratten bie 

inn beträgt bte afeitige <5de «— (a— 2).18ü''. 

, 2. SIlfD ^t bie «Summe v bet @(fen bes 
+ p + . . — (a + i + . . — 2«) . ISO*. 

ie beipptUt ©umnie 2u bet giäi^eiin>in(e( befl 
bie bo))))ette Slnja^l 2il: ber ^cl^goniDiidel 

- aO-ISO» = 2tt — (^— 4). 180». 
elc^net man bie ©umme ber ajcl^onroititel 
be« '^ol^ebeTS burd^ t, )o i[t 

l =: {2e — 4). 180» 
2« — « = CV— 4). 180" 

f + 2« — v = (2fc — 4). 180». 
bo))))e1t fo btel atd bie ®umme ber Sinfel eines plaueit <t@(fä. 

§. 8. gubatut fcer Miriamen unb ^J^ramiben. 

i. Seitn jtbei ^tiömen (S^linber) congruente 91ormaI[c^nitte unb 
flleic^ Öängenfanten ^aben, fo ^aben fie gleiche aSotume.") 

©eioeia. S)ie unbeflrenjten ^riSmen, beren Segmente in Setrad^t 
fommen, laffen \i(if megen ber Songmenj t^rer iRormatfi^nitte (g. 5, 4) 
fc oeretnigen, ba^ ein $aar gteii^ie Sängenlanten j. iö. in AE jufam' 
menfaüen. ©ie 93erglei(tung ber SSolume e j C 6 

ABCDEFQH unb AB'CD'EF'G'H' beruht k' ,/. 

nun auf ber 3ierglei(!|jung ber ^ol^bcr | ^ i y ': 
ABCDB'CD' unb EFGHF'G'H'. ©ie - ^ W ,-> ,-^ 

gläc^en ABCD unb EFGH finb congtuent, ^l^--"' 

eben fo bie ©cten A unb E, B unb F, C unb -^ * 

ff, 2> unb ^, bajn finb bie Santen BB' unb FF-, CC unb ffö', 



gflafteS s^aä). €tEreomctde. 

BB' glei4 a(fo fiiib bie ^oHjefc« 
ff'/f' tcngruent. 9iad& Cer ©wblraction 
jebet ABCDEF'0-B- behält man bi 
'ÖÄ unb A-B-C'D'E'F'O'H'. 
letlung. ein b«i(eiligeö ^riema ift ^i 
in $aialle(e|)i))cb, bae mit i^m eine <Sde 
mein ^at. !X)enn bae ¥aiaUele))i)}eb tciti 
ramm in jwei bieifetttge Gliomen get^eil 
nitte unb gleiche Sängentanten, mithin g 
6, 6. 

JBenn iiuei ^otaUelejjipebe gleitet Safe» 
finb fit gleic(> an aJotum.') 
»etd. !&te gleisten iSafen ABCD unb . 
ipebe p unb p' tonnen, roenn j. 39. A'l 
: gelegt roetben, bafe A' auf J unb 5' c 
Serabe Ci>' bu«^ ben ^nnct D, meil b* 
t als ba« aJataüelogramm ABCD , mit^ 
farQÜeioavomm A'B'CD'. 2)ie bot iöaji 
'öiW unb F'O'B'j' bet ^otalle(et)ip( 
ffibeiie, weil bie St 
§ij^en ^aben. 5 
rO' (c^netben f« 
' gleii^ung bet ^ari 
bent^t nun auf i^ 
bem ^atalletepipe) 
AB'ED unb beff 
glä^e KLMN ift 
p unb 3 finb *ßi 
3Jolum(l), tteili^T 
AD unb i^te aior 
fmb atö 9iormaIf(^ 
effen Santen AD. BE, GM unb KJ. (ä 
e p' unb y priemen »on gleid^em %o\m 
äi AB' unb i^re gictmalfc^nitte congxuei 
8 »ierfeitigen ^ri«ma, beffcn Sauten Ah 
Gleichungen p '= q unb p' ^ q fotgt p 
erfung. SKJenn jteei breifeitige ^"«m« 



.. XI. 31, SDie ben SSeWeia wefenHi* »tteinfai 
^ Bon 3. #. I. SnfitUr (©tmotn. p. 96) OH; 




bei !Co(ume b( 
lit Sante Aa D 
jmei folgenbe 
flleidbe Steile, fotglit^ ouf ber ©aftö ABC glei 
bem '3pttSma ABCa gleii^e '?|Jici8men (2, Slnm 
finb bie Sier^ältniffe BC-.BD, ABC.ABD, 
üibem \\t entmebei beitfetben rationalen Sißert 
beiifetben beliebig na^en (Srenjen tiegeii (Sllgebt' 
Proportion ABGa -.ABDa = ABCiABD unb 
fi(^ ergebenbeii Proportionen ABDa' : AB'L 
AB'Da' : ÄB'C'a = AB'D : AB'C, in benen A 
perjc^ieben finb, [^liefet man burt^ aWultipfici 
= ABC: AB'C 

öefte^n nun bie priemen p unb g au« b{ 
Pii Pi, • • un*> 9i, 9u ■ ■• '^« aSflfen a unb b 
ffj, . . unb \, b^, . ., {d ^at man 

j>, : 3, = «1 : b^ 
Pjlj, = OjiJi, U. f. f. 
alfo bur^ tbbition p : Si = « : S|. ßnbti* ifl 



gUnftce »Uf^. 

g-, : p = i, 
q^:p = b^ 
:äf Slbbttion q : p = b : a. 
[mettung. Senn itoti "^ 
itime ober lüifferenj einem ' 
Öofi« ble ©umme ober 2: 
lift. 

Senn jffiei Klienten (@^1 
■^Itnif t^rer aSctume bem SC 

!»et8. ^ai^betn man bte '■ 
at, conftiuirt man Ebenen in 
er Safen, beren ie jluei folfl 
Ereile, fptglic:^ Bon ben ^rl 
e Steile ber ^riämeit m^a 
(3). 3Iun erhallen ba« 3Je 
b« SBotnme ber ¥"^i*inen en 
werben beibe jwif^en benfel 
t finb fie gleif^. 

Do« aSer^ättnie ber SSofu: 
iJrobuct bet Sßer^ätiniffe iftr 
»eis. ©ie '$ri«men p u 
§B^en h unb A'. SKan i 
' mit ber §5^ A. ©ann ^ 
p:? = i:6'C3), . 
bur^ SKnUipIication (atflebri 
p:p' =. (b: 
merlung. Senn bie SJer^ 
t Prismen retifirot finb, fo 1 
I, 34. 

tias SSofMm eine« giJrtjet« 
ein^eit anflegeben. Sl« S 
in^eit flebrauc^t, b. :^. ein 
ib beffen glücken bemna<$ : 
[t burcti eine Sante beftimntt 
ira-aSer^ältniffe noc^ (5) gej 
eine« SiJrber« ^ei§t bes^atb 
nn man aMürjenb ©rSge füi 



Ptiflntni nnb ^iftamibe 

yi^e fflt i^r aSer^ö 
gUT Ouabtatein^ei 
it man (5) 
Safie X Ciö&e. 
längexSteite; 
= (8ante)3. 
ncte einer Sängenft 
ftruitt, fc erhält ,r 
el^ed mit bem ge^' 
äi i[t (1). 'Datjet 

: X güngenlaiiti 

T ilübatüxtn 

B^e :$änDea{ant 

jer OberflÖc^e luei 

nt> %i\iai}i in €cO 

:e in ben einjetneii 

't ieben Ouer^i^nit 

liltd tjroticiit. 1)ie 

) bem gegebenen St 

menn bie mnjaljl bei ))araue[en (Ebenen unenblic^ wi 

^ettici». ©er SVbftaiib bet elften unb ber I 

buid^ bie übrigen )}araUe(en Ebenen in n gleiche % 

Do| S Derfi^wiiibet, roenn n unenbUi^ mirb. £iie 

iWei folfleuben Ouerjtttnitten «, w' ent^ltenen fiiir(>ei 

))arallele @eiabe auf bie l£bene u' ))roiicirt: bie $ 

ift ein Sting, beffen breite überall Derfcfjttoinbet, qki 

jc^ioinbet. ^etoiffe ißrojicirenbe ber ^aat bilben ei 

ber), ba8 öon ber ÄBrperft^ic^t gaitj eiiigefd^tofjen ' 

ein ^riflma, Bon bem bie Äör()etj(^i^t ganj eingefti&l 

bie Ibaft« u ber $diper|<^i^t nic^t (leiner ift atö bii 

^tidma unb ni(^t gti}|er aUbieißafiä bee äußern ^ 

fetenj jU)i{c^en bev ®<i}i(i)t bed Sortiere unb bem i 



*) Sttgi. untai Srigon. §. 6, 2. 
") äs uai beit @ei>uielern bes aUnt^iimS gelKuftg, eine 
von ^arQUetogtammen, ctnen Kütpcr butc^ ©utninen »ort ^ 
S;ie ^lietou« fiie&eiiCe «ewd;tiauiia, eine gtä^e Ob« rintn fti 
luenblicb aiclcn uncnblii^ fdfnialen ^^araUelDSTamineii obec ^ 
ift ün 17Un ^a^t^imbttt burtb Seppler (Stereometria doli 
litrt (,Geometii& indiviBibUibus continnorum promota 
ma^. ^. I p. 41Ü), germat u. 91. mcbr uiib mti)x anerto 
bei ber lärpnbuflg ber Siiatvi** b«8 Unenbli^en ben angenteffe 



; projicirenben ^riötna 
iinb innern ^tiäma b. 
>er 3""^ äi*^ ®ifi* ^*> 
ft^en ben einjelnen £i 
^rißmeii Heiner aW eii 
beit ^roiectionen ber 3' 
e ®tii|e ^at. Daö 3 
y61)e d Berfi^iDtnbet i 
' auf ben einjelnen Qu 
len ^i5rper bei unenblid 
jetfi^feben. 

©et bet bteifeitigen 
: )>aiallet mit ber SÖa 
iS auf bie fptgenben 6 

bent 
-7i ift II 




ie Ebene eines Qiier(d 
I S3a(is ftetienben ?ri8 
mit feiner §ij^e *. 

Jenit jtoei SBipet o«f c 
jene reic^n, unb ioem 
iialleten @6enen bte Ou 
laben, \e ^abcn aad) bti 

i«. aßan t^eile bie S 
ii^ic^ten ton glei^ier ^i 
luerftbnitlen ber beiben 
)ie priemen beS etften 
tn be6 jlDciten ÄBtperä 
ng i^re SBafen biefes S 

ititli geometiia ludiTiBib 



Piifte« 33u4. @tnconi 

ein ^at, erlmnt man tiuri$ B^'^S 
ige ^^tamiben. 

^aS SJet^ältnig bon ^toei '3ß^ran 
Ber^ättniß ber breimat fo großen 
tfen unb gleiche $5^en ^aben; ni' 
tafen mit bcm 9}et^(tntg btt $)£ 
t bie ^^tomiben i^vtid) finb (§ 
Sfanfifluwn unb bie §B^en entfpn 
et Safen ift baö Ouabrat brt 
alfo ift ba8 3iet:^ä(lnt6 ber aSotm 
. be« Sßerpitntffe« Bon entfjjret^en 
c^aupt i[t ba« aSetWttniß ber S 
i SBer^ältntffe« entf})re($enbet ■ © 
lebern, »on benen bie entfptei^etibi 
*en. 

@in lettoebet ift ber btitte Iff' 
aetei)ii)e&« (§. 6, 7), baß bie gei 
5 auf ben gcgenii6erliegenben gtäi 
tenn jebe glöi^e beö letraeber« 
t ^^ramtbe ab, bie ben britten 5 
igt, J. i9. ÄBCiy = ^ABD'B'C 
©DÜim eine« letcaebetS Bleifct ui 
iti6ettiegenben Santeti bte Jänge 
interänbert bleiben. 
Ibftanb ber gegenüterliegenben 
unb CD ift bi 




lä Sßrobuctö (tue bem Sibftonb 
nb bem mit i^nen parallelen 3Ki 



i^plato'e, BDK6ra4t »orben, TOiearcßi 
Biic^9 von bei Jhigei unb bcm S^tinbt 
>n3e Corres^, Bur l'ec. poljt. I p. 4' 
gl. iraltu %xison. g. 6, 17, 



iir btt priemen unb $?taiiiibm. 231 

raeber ABCP, ABCQ bie ©afiä gemein ^o« 
PQ, opit ber €6ene A£C in R noi^ bem 
get^eitt. Denn PB ; ÜR ift bem a3er:^ält' 
er unb biefeß bem SSer^öItnig ber SSotume 

Ebers toirb Bon ber S6ene, bie ben 9egen= 
^(ilbirt, nai$ bem 3;ev^ä(tniß ber ^lüi^en 
omW einfiftließeR.') ©te gtene, loeld&e ben 
it, ff^neibe bie Sante BC in M, bann ^at 
unb DAC gleiche ai6ftänbe, wä^renb BM 
bie aibftänbe ber ^uncte B unb C oon ber 

iABM : DAMC = BAD : DAC. 

Bon ber 9lje befl SRototionefegef«, mefci^et 
Eiugefi^rteben ift 




AD bie Don einer l£de ausge^enben Jtanten 

Kenn cun bevfelben Scfe bie Diagonale AF 

i ©trede burt^ MN bejeic^net roirb, fo gilt 

[ 

fNAB + MNAC + MNAD 

:ettaeber oon einerlei ®inn (§. 6, 11) mit 

etraeber Don entgegengefeltem ®inu mit ben 

nint. **) 

; buri^ -iV bie mit MA poraßete ©erabe, 

fc^neibet, unb bie Dia- ^ 
commö CABE. fo fjat 
a% C^Ianim. §. 9, 8) 

' = OAE, 

Don a(ei(^er ^ö^e 

C = MOAE, 




gflnfttfl «U(^. 

en na^ ben ^tldtm "btt 3 
Run ift MOA = MNA, 

MNAB 4- MNi 
it man in Sejug auf ba« 

El abbitton 

MNAB + 3/iVyC + 

gSi bie bun^ 5 ^uncte I 

LBCD = ^BCO + BAL 
loenn man bte Siegel ber 
eis. liDie 15 {Räume, ii 
^ bet in §. 6, 3 angegel 
©u(^fta6en A, B, C, D h 
raeber ber SRei^e noi^ bi 
mm (ABCD) (legt, fo pnb 
)at bei Sfnfi^auuns aemä^ 
{Raum (ABC) übet, fo l 
ib man ijat in Uebereinftii 
+ |3 + «. ®e^t aui 
ßJDO bafl 3"**"f "f 
— j- + ß + «. ®e^i 
^(elt^CnOba6 3eic^enui 
aufgefteUte @leii$ung in 
iftimmung bleibt, 
erfnng. SBenn inSbefonl 
eber ABCD eiiigefc&tieber 
efer Shigel r gängenein^etl 
■ettiegenben g(ö($eii be8 ' 
;n, \o ift**) 

T = iC« + 6 
i burc^ r,, rj, Tj, r^ bie 
rJZ)), {ABC) eingefctitieber 
e SßJeife 

>iu8 6at?t. Salc. 20. ffittgl 
tonae sur le pyr. 24 (Mem. 



nr ^riBmm unb ^ptomibi 
iuget ftc^ einschreiben 

+ b ~c- d)r„ 
ftnbet man 

n planen ^Polijgon bi 

^etimeterS untetf^eit 

|Jt>l^eber tie ängere 

en. Um bie Stnfd^auu 

Oberfläche (bie äu| 

ner Stäche be6 ^ol^goi 

E fortfi^teitef, unb lofj 

;) buntel. ^'eiin eint 

Denen B^'t^f" Befielt, 

3elle in eine entgeg 

r glöc^e ü6er unb fefei 

tn, meldte f«^ fetdft 

Don 3)lJ5btu8 entbecf 

:er Oberftäcöen \\ä) : 

ber »crgefc^riebenen ? 

'ätbtlft.*') ■ 

ni^lt SU ben äJti^biud'fc 

e Perimeter fo onegeb 

fotgenben ^fädben en 

btöcte erhält {©efeß ber Äanten). 2)aju ift ea e 

nögenb, bog bei allen gtücben bie Umbte^ungen, toet 

brüde ber Perimeter ongejeigt ttetben, ffir auf eiiiert 

dben fte^enbe Setrac^ter einerlei ©iunee finb. aSJenr 

eber bte laden A, B, C, D ifat unb eine giäcbe be' 

auögebrüdt icirb, fo mug bie buri^ bie ^uncte A 

glä^e ben Slu6bruil BAD (nic^t ABD) et^üUen, bau 

gen ABC, BAD fiit öußen auf ben gläi$en fte^enbt 

tei ©inne« finb; ben übrigen glätten gebübren bie 

CBD. 3n bet Z^at &af bie burc^ A unb B begrensi 

ber glätte ABC ben auflbrud AB, ola ©eile ber 



*) ©teintt in ©erg. ann. 19 p. 93 unb S«IIe 3. 2 p 
") ^6biuS 5at in ben «eiic^ttn ber eäc^f. ®ef. b. SB. 
bc^ng mttget^eilt unb bie folgcnbui @ätje beuiefen. 



fi^neibet im ^lllgemeinen 
beffen OBerftäi^e p* f« 
gia^m fu fi. h<-- in 
berfelben ©etaben fo, b 
i: \\i, fo ift O/s poRH 
t Maumauf ber M%tt\x 
, 0/2 , . ., beten e8 eine 
bei Summe S iitctit »or, 
©treäeGiG, fle^ütt ju 1 
utigerabe älnja^t flieW, : 
:^eil bet ®wmme i; u. j 
ile beö itinern tKaumefl 

ielligen "^iot^eberö, beffen 
: angegebene ©umme »on 
■en S)rcie(ten ADD, Bd 
je ^aeber ftnbet man 
5 = ABCD — ABCE, 
ramiben in A annimmt; 
5E = AFDB + 4Z)FC 
jpifee ber ^^ramiten in 
IE unb ber glätte BCD 

ebet, roelt^eS oon ben 1 
ben aSiereden ADD'Ä', 
it fi(i fetbft in E, F, Q. , 
bitbet njirb, finbet mon 

4- OVCB'A' 
PE -!- OED'A' 
?E + OF.QOD' 
IG + OGS'C , 

5G 4- OQEA-B' 

a^etn 3f('en »errainberf i 

e plonen ^ot^gone a, h, 
unb jebcö betfelben auf 
nibe, beren Safis baö ^ 
iffiert^ ^Qt, je nacl^bem 
ntc^tbejeid&nete ober bie bejeii^nete Seite bet Sbene äugi 



gUnr^S ißvä). ©tercDint 

^^ramiben Oa + Ob -^ 
@l)ige unabhängigen 3ß 
ifügung einer beftimmten ? 
ie in ^etiai^t gejogeite ®i 
bie @)}i^e auf einer (S 
P) fic^ bemegt.') 



(um einet Sugel beträgt | 
I ein ^liufjtlreig unb bef|( 

tuget = I §auptlrei( 

= \n Subilrab 

Benn ba« Quobrat ABCD 

it CD einen Motationsc^l 

;el, bet eingef(^riebene ftrei 

tuget. 3rgenb eine @ben 

mat in E f{^neibet, fc^nei 

centrifi^n Sreifen, bereu 

Htm finb bie SÖJinlet C^ 

EÖ = ^E; ba^er EG^ 

= Xfi^ = AD'' = A'F 

Sflfe; folglich bie ©umnn 

unt) bee ftugelWnittS (n. 

ffiergf Splonim. §. 13. 

fijrper, beö ftegetö, ber §a 

ig fc^iiegt man mö) §. i 

^alitüQd bem S^ünber g 

ber« (§. 8, 10), alfo bie- ^< 

M einer iSl''<^C; toelc^eö 
(pue (£ww?, calotte). ©et 



iW 56. Sergl. 9plattim. g- 9, 
[ng bfS SolumB bn Suget unt 
1 Doii MrtfeimebeS, unb ift ei 
1 , 37. Suflet unb ftpliiib« 
ä jtfeiät; üti biejen Äennseit^en 
V, 23}. 3)« filer geaebdie S 
c'S an(ang8gr. b. alint^. (§. 



t Äuget unb aiiber« SB^Kt. 237 

nben @&ene eingefd&toffen Wirb, ^dßt ein 
lem Sugetfectot luirb ber I^eil beö 
en bte Rugel Ooii einem toncenttifi^eit 
>agitte eines $iTeie>iSosen$ ^eigt 
rc) bie ©trecte jreifc^en ben aWitten be« 
jen(i> mitb unter bei Sagitte einet Sujjel= 
6 ober eines SugetfedorS bie ©IteÖe 
tlanen (Sentium bee ^leifed beiftanbeti, 
ne obet mit bem 9IotationSfegeI gemein 
Äörpern, bie jffiifdfen jwei j51äi$en, in8= 
Un @benen enthalten finb, iveiben eben» 
lannt. 

gt f etneö S^linber«, beffen ®a(iS ein 
ie ©agitte beö ffugelfectorS Ip.') 
ben Äreiflfector ABE ju bem Quabron* 
fi^rtettene Ouabrot g „ 

> unb jie^ ju -dfi *^ — /] 

in G, CO in H ^y^ 

n be« ^ei«fector« j^ J^/C\-m ' 
riebene fiugetfettor, /^^^^^"s^. 

burcf» (.<1££} be= y:^ I 
in ba« tut* SRota= -^ -^ 

im tie %%i FB defc^riebene Äugelfegment 
»T in (1) aufgefteQten ®(ei($ung für bie 
ÄBD), {ABC), (ABCD) fc^Ueßt man miS) 
Jlume iFBE) + (FBCO) = (FBCH), 

OH) — (ABC) + (^Fff). 

^rer SBafen ^at mon ferner bie ©leit^ung 

: (AFS) ~ (AFG). 
ngen finbet man 
CH) — (ABC) + (AFS) 
OH) — (FBO) 
BCH). 

(AFH) öaben gtei(^e ©afen; ber tegct 
(FBCH) bie SafiS unb bie §i}^e gemein. 



ib 5?l. 1, so abgeleitet. 



gilnltee mä). ©teieomUri 

lag. SEBeiui b« 9tat>iu8 r, bie 

ber fiufltifectot ^rh Subiletni 
:e ben fRabiuS übectctfft. 3!)ant 
erenj bed SusetboUinte unb bed 
:ne ©asitte ju einem XliameteT < 
|„r3 - J«rH2r - *) = 

©agitle ein iCiianieter mtib, fi 
r ganjen Sugel, unb |)w^« in | 

1 ber MabiuS ber Äuget r, bie ( 
baS Äugelfegment nrs^ — 
Die in (2) aufgefteUte @lei*i 
(FBE) = (FBGB) — (ABC) ■ 
ba« gefuc^te aSoIutn nr'h — Jj 
i$er ffinöoicfelung jtrs^ — ^^ 
©aflille ben SRabtuö übeitrifft, 
Sugelboüimd unb ttä ©egmenU 
ju einem ititometei; ergänjt. ä 
«r(2f - »)* + 5«(2r — <)» 
ing. 9Iuf bem angegebenen S 
{^T-'ÄÜ) = [AFUD) — (_AF( 
jtoift^en einem {)auptheid unb 
nt «r^A — -inA^ ßn bitein feilen 
n äbftanb Bon A Längeneinheiten Rotten. 

jttiif^n irgenb jBei Steifen entgoltene ©egment einer 
Diffetenj bon iroei ftugelfegmenten, bte tm Mflemeiaen 
^net loeiben. S^enn bte ©agitten bei (entern s unb t 

^abea, \o beträgt ias Äugelfegment 

„rit^ - »^) - iw(t» — <3) 



t bet ©ogitten OC unb OD beten Differenj ( — * = a 
unb bie SRabien 00 = 0, DD' = b ber Steife 
gegeben ftnb, jroife^en benen baä Sugelfegment ent> 
, Ratten ift, fo ^at man 

(2 - ,2 = (f -1- s)h, 
(3 — «3 = A* + 3(äA, 

'Jiun ift mii} beui 'jJ^t^agoreifc^en '£a{ 
>t» Su0t( unb 1S9I. U, 3. I 



1" 



« Snfltl unb ottbtrn käVftx. 239 

f s\ 2rt = OD-" = 6' + t\ 

■ 2(* = a* + 62 + h\ 

- s^) = i^Ca^ + b^)h + i«A3. 

; SKittel bet ©agitten OC unb OD, unb 
ie Dfeerftäc^e Sfjoöeni fo foü ber Shreifl 
unb beffen Mabi«8 EE' == ^ ift, feinet 
beS J^ugelfegmentd genannt loerben. 
jortift^n Safte ÜE.2r = OE-^ = 0£* 

= e^ + iC + »)^ 

— (» = jS -t- JA'. 

rC(» — «») = JT^'A — -^wk^. 

taß Segmente terfc^iebener ffugetn gteiiJ^e 

Dlitteifceife unb il^re ©agittenbiffetenjen 



ifc^en poralleten (ä6enen ent^atfenen ©eg^ 
gerablinigen gläi^e lann butc^ ämei 
igebrücEt loetben. ^"''f'*^'' b*" patoUelen 
'. bie iS^tinber, beten iSafen bie auf ben 
(ät^en beS ©egmentd finb, a(s au<^ ben 
ebneten Äegel, beffeu ®(]it|e auf einet bet 
effen Äanten bet Steige nac^ mit ben ®e= 
(jaraüet finb. *Daö boppelte SBrpetfeg« 
en (S^Iinber beiminbeit um ben beigeotb^ 

jment (ei ftegteujt bon ben ©teiecten ABC 
gtamm ACDE unb bon bem paraöotoi- 



rljeifegmente, bie ifix^tx ge^Bttn, i(l »Ott 'SSintX 

. 155. 189) butc^ Siei^nung uotKrac^t tcDiben. 

IfiteJtuug bei: getDDnntnen gonneln itMirbe uon 

275 uiib Kfiier lle^rfalj fcer ®ter(ijni(trie, Offen 

. 82). Die oben betro^tcten Äöilitrfcpmente finb 

akt au( anbete nic^t minb« anl^aulicfee unb umfaffenbe Sit »on ©teiner cubivt 

movben 1842 Sredt 3- 23 p. 275. SBtral. »rij erette 3, 2& p. 129, aiiqnft 

SteKe 3. 60 p. 377. 



PnfttS muSf. ©tmomett 

tiifi^en aäieted B. 

Ui ebene BCD 

j- Srgönit man baff 

ben fiaiaUelen {^ai 

fc^einen bie ®era 

©teted« ol8 S3i( 

gtammen, mitpqt 

g iaxd) gbeiien gef 

BCÜF paxaM fi 

enft^nitte büxö) i^re 3 

rtömfl burc^ baö porob 

: man ben Slbftanb bei 

ift bo« ¥ti«mo = Ä£ 

ABC.h.') 

fegment fei ecn bem ^ 

■ctitv. CBFD unb BÄE 

lelen SJreieden ABC n 

oüenbet mon baß "^xxi 

inten Cü, JE, Gf, bef 

d gegebene %öt))ei:fegmet 

■ ?ltt jertegt, unb m 

i^BG.Ä-i-IßCO.A-j 

in ift ABG + BCG - 

n. §.9, 9). aifo 

\{ABC -\- DEF)h. 

pevfegment Don ben t>( 

unb ben paiaUelen 'Sjx 

eingefi^loffen toirb, t 

jie^e man bur(^ F 

EB ©etobe, meli^ 

unb M f4»neiben, mi 

boloibifi^ asiered L 

mit bei Sbene FQl 

Don ben t)araboloibifi 

unb BQFE unb bot 

unb CSC eingef^fof 

»> \GBB.h + i, 

— ^CQH.h = \i 

gemer ift ba8 Bon 

ip Bo« Sinieüu 178« (I 
jtalret^imng, »on ÜSeiet 



Bmin man btx Stumpf ate S)iff( 
tet, teren Sdaftn a unb h, sab b 



A + ar ; a; 


.4 = 1 


■CdUH ifl 


^a(h + X) ± ibx = i^ 


7. 3ebet noniiol jur §6^ 


J^ bittet 


/•""/fV _ paw' 


n^ßi:----ab/ 


■* tlige, 


yfm^ 


mit! 




>' bie t 


4''^----'"p% / 


fo, b, 


/ ^/^ ' y 


rabol 


/ y^k:jf'\ 


(!ben( 


j/' .^Kk 


» t»(j 



S)er OuetTdjnitt A'B'O ent^ 
ftait te8 iEteied« C^G bo« iCrei 
ben ^ffierl^ « ^at, »eil bie Seite A't 
unb bie ©eite G'C = ».00 ift 

®er Qmrfc^init* A'B'V «li^ 
lii^e 35teled Ce'fl', bcffm iB(r( 

©et Qwtfi^nitt J'fi'C en 
SDteled ^'Ä'Ö' = ö'^d'J' + ^ 
.d£C unb ^'ß'C Bon bet but^ 
ben in J unb J' gef^nttten toetbi 
QAJ = DBF, A'B'J' = v.ÄB. 
+ v.BGJ + e^J = V. ABG 

ISSeiifo ift ß'CfO' = v.BC- 
— »(1 — v)CO£, bo^er enblic^ 

A'B'O''-. v.CA&-i~v.ABG+v. 
= «..,150 4- (1 — v 

^ejeic^net man bie untere ui 



gflnttee 

,enb ein jwiff^en 
bttt reetben, »eni 
gegeben finb. 9) 
iö befl Seßmentö 
ijeii^rtet toitb, fo 
mb beffen ^i^e 

. ba« aJolum -/ 

)) + /(^ä) + 

8, 7 bem gefuc 
b(i(6 gro^ wirb. 
Summe ift eine 9 
läft, wenn fix) 

fix) = «0 + 

■(0) = th 

n bet Kolonnen i 
summe 

- »«. + '-^ 

+ 1! + 



|. atit^m. §. 12, 

+ 2- + . . + 

gefüllte @umme 

<• + i Ä'«, + J 

eL @ine ^t^ram 



246 Sfinftel «a*. ©te 

eint fol^c gunctiott Bon x tft, bag ba« i 
obigen Stcgel genau gefnnbeti tptib, fc ^ 

i[/m + 4/C2)- 
= *[/co) + 4/(1) + rm] + 1 

/(O) - 4/(1) + 6/-C2) - 4 
Unter bet $otau«(efeunfl /(«) = «o H 
/(O) - 4/(1) + 6/t2) - 
= Oa 

— 4a8 — 4«| — 4ai — 
+ 6a„ + 12«, + 24a, + ^ 

— 4ao ~ 12«, — 36a, — 1( 
+ «0 + 4«, + 16a, + ( 

a= 24a4 + • . . unb oerfd^ttinbet ibentif 
ben, mithin /(x) ben britten ®rflb nit^t 
bet man untti biefer S9tbingung 
/(d) + 4/(iA) + m = 

+ 4s + 

+ «0 + 

= 6«o + 3A«, + 2A» 

|-Lr(0) + V(i*) + A*)J - A«, ^ 

fibetetnftimmenb mit btr formet, nel^ i 
unb /(A) ent^attene Sörfierfegment angegi 
$ei ben in (5) cubtrten ©egmentei 
(7); alfo iDtrb aad/ bet fonft nur aimä^ 
33olum eines foti^en ©egmente genau ge| 
ttifcid birect bemiefen l^at. 



§. 10. Dbetflä^e iicS ß^ltnl 
bet Auge 

1. 2)te 3one eine« (S^linbet 
ift einem ^aratlelogiamm gUic^, beffen 
9lDtma[f(!^nitteä, unb beffen Sfinge bte Jti 



gfinfttS ^uäf. ©tettointtde. 

i"C".. ift, auf betn bfe SD] 
Denn blefe 3one ift ble 35tffei 
I mit einem nememfc(»aftlic^en 
■nletii^en 3)ieiecfeii mit einem 
mithin ein ^ötaüetogramm, 
b beffen Särge bo» artt^mettfi 
i'B'C . . ift. ffienn übet bei 
et ber 9tabien OA unb OA' i 
A"B"C" . . bae atit^metlfc^ 
ABC. unb A'B'C., meW 



Smeffung ber gtätfte, Bet(i^ ai 
len Perimeter eingefc^toffen toi 
ti größerer ©t^mierigteit, al8 
ct|t bie (Sompldttatton ber 
1 ber ffluget unb i^er ^onm 
me nnb be« Rugelfector? jtiri 

ärabfinige Dreirf ABC um bi( 

ogene 91fe ^E rotirt, fo Ift t 
6enen SlotationSMTper« i 
fen §ii6e ber SHiftanb 
Seite BC ift, unb beffei 
((^rietiene Segetjone tp.*; 

V iSeWeia. "Die 31? 

_-^ gefi^nitten, ^ID fei nom 
* ju ^E gejogen. Daö 

m ^E iefc^rietene SJotmn ift 

AE = ^n.FB.^AEB = -J: 
ede EB hmd) biefetfie SRotatio 
l Senn man biefefte but* 
fi^tiebene Siolum ben Sert^ \ 
ef{^rlebene Sicium ben SBert^ 
Taction für bo8 Don ABC 1 

tit ber 3I;e paraOet ift, fo erl 
Äuget nnb Bi?l I, 20. 



SQiifM eaä}. ettTOnKtrit. 

Solum bet Rüget iß fstv^ 
ile Quc^ ^ QnabratiQtoit 

lä^e =»= 4n Ouabiati 
8 umgef(!^rte6enen (S^ttnbt 
jo^I laß ^obiirt i ftuge 

X ©aflitte (§. 9, 2). 3 
ne = 2w SRabicnx i 

ein« Ärdfe«, btffen SR 
Rugetbionetec uab bei <£ 
fuM Sugeljene ift bü !Cif 

^ie etitgefc^loffeti fuib, 
,onen berfelbta Sugtl fUib 
IffereMjen C$ft^«) flkii^ f 

juE {lalbtufielflä^t bfifTe^ 
prtreife ju 180". tAt g 
ific[f[ä(^e barfelbe aSer^ölt 
[. §. 4, 5. 

un bet Subatur be6 Stagti 
)t bur($ fofgenben ®aft l 
enMge ijreied -4BC itn 
Oflene ape AA' roHrt, fo 
BC Befd^rtrftene ihgeli 
gramm gletctt, beffen SBt 
fireife« ift, tceldjer jum 
AD bet ®pi%t A Bon b 
beffen Sänge bie 9lcnr 
9Jap« BC ouf bie 9fe . 

man bb', CC, Diy m 
fffHttel »pn Äff HBb CC 
taiiön um bit ttfe AA' bi 
(2, 9lnm.). ^ie^t möti 1 
iDreied BCE bem Drri 
^Z) g(eii* flnb. 5)a^rlf(j 
atfo 
.DD'.BC =s= 2w.öX.B'( 

in b(n £t^Tba(^Q bt» IStn 



ratten ber gigi 

iluSbructS bi 

für ba« 9Jol 
■cuA }7t. AD^ 
mti mit bei 
! Slormalfjro 

« ^ci^gon i 
eitert BC, C 
n alei(§, bei 
C, CD, DE 
ib beffen S 
n Sretfee if 
It bte flefiroc 
einet fiufletji 
linie mit be 

ibenen Su6at 
mertten 3Im 
. . buT^.SRi 



«ncten bi 

^loffenen pU 
} parallelen 

tt ber ©eiten 
inet ®erabei 
■i .-Ä^ miü 
:^at man m 
l) 
+ s^s, = 

©umme b( 



,ß, auf ein 
beliebiger 91 

,-..-0 ^„, SHgemeinen 

JRii^tungen ab. ^k^ man nämlic^ oon einem beti 
©treim CC^, C^Cj,.., C;_,C, Bon ßtcit^c 3H(^t 



gflnftte Su^. ©tereom 

len @treden, fc fällt ber iSnbfJur 
einen nic^t iufammen. Serben 
Streden ^,B, wnb CC, bnrc^ ' 
iit, fo finb au^ bie ^rotectionen 
Slfo ift auf einer ©eroben bei t>i 
Bie Summe bei ^rojectionen p 
summe ber ^rojectionen bon CO 
ßrojeetioH ber ©trede CC,. gÖI 
ibet bie @umme ber ^rojectionen 
ierabe 6et jeber Mii^tung ber pi 
ift. 

luf einer Sbene gegebenen ©trec 
^rmal auf cerft^iebene ^eife bur 
uf eine beliebige ®etabe tirojicirt 
ionen gebilbet. Sßenn bei jluei d 
en bie ©umme bet ^roiectionen t 
i jeber anbern iRii^tung ber ^ 
len ©freien but($ paiaMt SJe 
l^iCj.. C, ein gefc^Ioffene« ift. 
fo roütbe bie ^rojection bon C 
JiDJirirenben mit CG„ parallel t 
ifeftung, bofe bei imel berf^iebeni 
©umme ber ^rojectionen ber gej 
ßon CC^ oerfd&roinbet.*) 
fp fc^ließt man in Sejug o«f bi 
) gegebenen ©treden A^B^, A^ 
t Seife auf eine beliebige ®er( 
jer Stellung projirirt werben. 3 
ber projicirenben Ebenen, bie leti 
lie Summe ber ^rojiectionen oerf 
;ber onbern ©teßung ber proiic 
[lele 95erfc^iebung ber ©treden ji 
i ift. * 

äenn im Jftaume bie ißuncte A, 
efpcienten caRoffen, ®ei»i(^ten) < 
e « + (J + y + . . ni(*t öerfd 
ler Sage conftruirt werben, bafe fi 
(tt + |S + y + . .) OS mi 1 

Ins etat» 47. 



256 SfiKfttB ®«*- 

juerft ben ©t^toertJunrt M bet ^uiwte 
denten ^aben, bann ben ®i$metpun:t 
efficienten, enbtii^i beii ©(^erpunct . 
nacktem man buri^ f* unb — v bie 
negaticen @.oeffidenteH bejeic^net i^at. 
punct beä gegebenen ®^ftemd. 

9. 'htt ©(^metpuiict U b» $i 
nii^t auf einer ©eraben liegen, t^eilt i 
ber ^tcpcrtion*) 

BCQ, : CAQ. : ABQ, : ÄSG = 
3ft nämlii^ C, ber @($ii}er))nnct ddu 
ABQ : ABC= C^Q, : C^ 
weil C, Q : ac = y : « + j3 (4). 

'htx ©(^mertJunct Ä ber ^uncte 
nit^it auf einer ßbene liegen, %iü b( 
nad^ ber Proportion 

CBDit:ACDR:BADR\ABCR:ÄB> 
Senn man nämli^ burc^ ^, ben ®c^n 
bejeif^inet, fo ift 

CBDR-.ABCD = CBDR-.CBDA = 
tteit A^R : RA = a : ß -\- Y + i 

Sdti biefen ®ä^en iß ju beachte 
ABC + 4Cß = (spianim. §. 9), 
+ ABDC = (§. 8, 15). 

ajlan tann jeben ^unct ber ®e 
tt.A unb ß.B, jeben ^jjunct bet (£beni 
^.S unb y.C, jeben ^unct be« SKai 
ß.B, y. C unb bera anfer bet e&ene 
(teilen, inbem man ben SJer^ältniffen 
bie geeigneten äBert^e ert^eilt (^rinci)) 

6. ©enn bie Summe ber ßoefj 
((^iminbet, fo l^al baä ©Aftern ber $ui 
gemeinen einen in einer beftinimteii !ß 

punct, unb bie ®umme 

a.AA' + p,BB' -\ 
oerfc^winbel bei jebet SKic^tuiig bcv $ 
*) iJtSbiu@ Searfc <£a(c. 24 ff. 



; ©cftwetpUnctEit b(r Siguren. 257 

t', . . fie fdjneibenbe (Stum ben ®cf»»er« 
: ©etaben pataÜti ift , in beren SRtc^ituHg 
f itcat.*) (jg fei R ber ©c^ntetpimct Don 
(rti iöetei^ lieflt, meil |S + j- -|- . . nti^t 
ret^ — « ffat. SJer ©{^merpunct be9 ge« 
©(l^lDert>unct oon «.^ unb — a.Ä, et 
d) bem S3ei'^ä(lni6 — « ; « = — i unb 
enblict» fern. 3'*^^ •""" *'"'^''& -'^' -^r ^> 
eliebiger dlic^tung, müi)e ton einec i>tüt' 
', . . gefttinitten iDCtben, fo ^at man (2) 

' -\~ y.CC -\- . . bcn SBett^ «(4^' — 
n bie fc^neibcnbe ebene mit bet ©evaben 
lan fetner t>üx(t} Q. ben ©i^werpunrt oon 
für a.AÄ' -f- jS.Sß' + y. CC + . . 
c nui bann verfc^minbet, menn bie fi^net: 
!l ift. Sllfo muß BQ mit AB poroUel 

bag iugleic^ ein ^unct beö (Si^f'^mä ber 
tte ift, ift jeber ^untt be« ©Vftem« ber 
cte-, tai Softem aUer ^uncte ^at (einen 
u.AA' + ß.BB' -\- y.CC + . . Der. 
ber ^orallelen unb jetet ©teüung ber 
8. A bet @i$U)et)]unct Von ß.B, y.C,... 
mg ber ^ataltclen unb iebe ©teUung bet 

\- .. = iß ^Y + ..)AA'. 

a, folgtic^ u. f. m. 

®c^tDet)]unct tvirb ermatten, inbem man 
'.C, . . feinen ©(^nuetpunct S mit ßem 
+ . .) ^insufefet. 

bet ^uncte a.A, ß.B, y.C, . . bur^ S 
I O beseid^net wirb, fo ift'*) 
?^ + . .-(« + ? + ,. + . .)0Ä^ 
ÄC^ + . .+ ßy.B(ß -{- . . 



tie. Ttvxä) ben ^utict jie^ mai 
OY, OZ, iebcd^ fo bog fie Kanten 
"Jiun proiifite man bie ©treden OS 

OZ tüxdt ebenen, bie fcet 9iei^ mit, 

V |)atalle( fmb, unb bejeii^ne btt '^r 
x^, . ., auf Orbur^y, ji, y^, g, 

. . . 'Cann ift (2) 

+ ^ + r + ■ ■) ^ = «^1 + ß= 
Itteran« frfgt 

-.jS + . ,)(cu:,2 + jtcj! + . .) - 
-^ + . .)C«^,^+ ß^i^ + . .) - 

lidetung ber ie^ltxn goimel bleiben 
n ti\ (J2, .. iibriß. 3)et goefficient < 

SSerein 

». 33o^er finbet moH 

^-f_. .)(«^,^ + ßx,^ + ..)- 

- ^y + «rCr, - :^3)* + . . + 

geben fii$ bie ©teit^ungen 

ß + ■ -)(«yi' + fei'+ ■ - 

- ys)* + «yCyi — ^3)'' + ■ • ■+ 

ß + . .)(az,^ + ßz,^ + . .)- 

- z^)^ + «,,(:;, _ ^3)2 + . . ^ 

Diffetenjeii or, — ;cj , y, — y^, 7, 
iicticn bie SRormolproiecttonen bet ©1 
)r. OZ, au6 benen bie ©ttede feftf 
burd& /l bie ©evabeii AK, AL, AJk 
iege burc^ B (Sbeneii faraüel mit bc 
AKL, welc&e bie ®era!ben^J 

' ten ff, L, M fi^neiben. $tie 
./^ N, tüinlelige« $arallelepi))eb, b( 
' ffÄ, AM = iV£ bie '3Ictu 

W flonale ^S auf ®erabe bei 
i_\| 02 finb. 9inn ift naä) bei 

AK^ + 4^2 _(. ^ji/! =, 



gfinjtte Sai^. @tn(otnttrit. 



inenblic^ ferne S^meipunct liegt. S 
.B, y.C, . . . Dann ift für jeben b 

,.0C! + . . - {/( + 7 + . .)0ä 



J.OB* + y.OC^ = o(0^' — Oä 

Übt bie ©umme «.0^' + p.OB^ 
enn 6ie Xjiffnenj OJ' — OB- i\)xn 
menn auf einer beftimmten (Sbene 
nim. §. 14, 2). 

I befonbetn i$aQe, 'oa% bie gegebenei 
en ®(^roer))unct ^aben, b. ^. ieber btt{ 
iriflen ifl (6), ^ot bie Summe a.OA^ 
iben beliebigen ^unct benfelben 'S 
ife \\ä) auflbrüden lägt, j. )S. buT<]^ 

^ + y + ..' 
— OJJ' )>erf($»iubet, ober bur(^ ^.^ 
erfdbwinbet, u. f. w. 

; glgur (ßinie, gtüc^, SRaum) ^eißt : 
mit gleidjen (Soeffidenteu be^ftet ft 
1 a\A homogen genommen, fo lange 
borauägefe^t ift. 

si^ttetpunct einer «Strede, 
eine« ^aralle(epi(3eb8 (iegt [im 
jebem $unrt X einer folcben S'ä»' 
0igui bergeftalt, bag baS Sentrum 
bag folglicb ber @i$)Dert)uncl Den X 
lajetbft liegt bet ©(^ujerpunct ber gij 
Ken ^aoren luie X unb X'. 
c^roerfjunct einer gigur, meiere eit 
\i, bur^) bie fie in jmei gegen bie älj 
t %i)tiU getrennt tvirb, liegt auf bei 
m iebem ^iinct X einer füllten gigm 
gigur bergeftalt, bap bie ©trerfe X. 
il ^albtrt uirb, unb bag ber ©(^mer 

:e iSkQc % 26 II. 2». 
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!l)er ©d&merpunct ber gigur liegt ober 
r (Sbtnt, rodäft bte Sdftettpmctt »on aU 
it^ait (4 unb 3). 

i einet Stgur, bie ein ISentrunt befi^t, 
iäten Sigur, b«t i^ ©^loerpunct tion 
en ift. 

ict ber ©reiecESftäi^e ,4B<7 ift ber 
t unb C, unb t^eitt ben Stbftonb ber ÜBitte 
tegenben ^pitjt innen nac^ bem SJer^ättnig 
DHtte Ci Don AB bie ®etabe CC,, wel^e 
lem ^unct ^ ber einen $ä(fte entfprit^t 
Ifte berfleftall, baß bie ©treäe ^Z' mit 
;;, ^albirt Kirb. Die ©cfeiuetpuncte bon 
(iejjen auf bet ©eraben CC,, alfo liegt 
BC auf berfel6en ©erabeu, ®cn fo fi^tteßt 
er gläd^e ABC auf ber ®eraben Bon A 
auf ber ©eraben Den B nadf ber 3Ritte 
(S^^^poxf^t ift ^'fo ^^ gemeinfiJ^aftHc^e 
B ber ©(^luerpnnct ber ^uncte A, B unb 

e« ÜCetraeberbotume ABCD ift ber 
B, C «nb D, unb t'^eilt ben Itftanb be8 
n ber gegenSberliegenben ®piit nat$ bem 
burt^ bie SRitte C, bon AB bie @bene 
BCD ^albirt. 3ebem ^unct X bet einen 
y ber onbern ^ötfte bergeftatt, bog bie 
t ■ ift unb Bon ber ebene C^ CD ^albitt 
rc ©c^roetpunct beö 3}o(uma ABCD auf 
Eonte beö letraeberS unb bie aMitte ber 
ift, unb ba6 er mit bem ©t^roerpunct ber 
nfäüt (§. 6, 4). 

nefl ^^romibenbolum« t^eilt ben W>' 

BaftS bon ber @pige nai$ bem ajer^ältnig 

[c^eint al9 ©(^meipunct ber ©^toerpuncte 

j^ramibe, bie mit ber iSafiä parallel finb, 

i^ioerpuncte fic& ber^aften wie bie Quer^ 

ft^nitte, ju benen fie gehören. SDie Ouerfc^nitte finb ä^nli^ unb per» 

fpertibifi^, ba^er liegen i^re ®c^werpunete nebft bem @i$merpunct ber 

^^tamibe auf ber ®eraben, meli^e ben ©t^roerpunrt ber ©afiö mit ber 

©plge berbinbet. ®er ©(^»erpunct bet ^^romibe ift aber auc^ bet 
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um bie normal ju DC burd^ D getegtc 2ljc rotiren, 
fo i)at man für bie bon bem iSogen l^efd^rtebene 
Städte 

AB. 27t. DE = A'B'.ln.DG (§. 10, 7), 

toobct bie 5RormaI|)roiection ^'J5' be« ©ogen« -45 
J^' auf bie 9totat{on«afc ber ©el^ne be^ ©ogcn^ gteid^ 
ift; unb für ba^ bon bem ©ector befd^riebcne 35otum 

DÄB.2n.DF = Ä'B'.in.DCß (§. 10, 7). 

SRun ift ber ©ector DAB = j^AB.DC, folglid^ 

DE _ ^'J5' _ A^B' nr-iDE 

16* Die ®tttbin'fd{^e SRcget btcnt aud& bann jur Söcred^nung ber 
Oberfläd^e unb be« SSoIum^, »etdj^c eine betocgtc ^(anfigur befd^retbt, 
»enn bie ^uncte ber ^ißlanfigur nid^t auf parallelen ©reifen, fonbcm 
auf beliebigen anbern j>aratleten ßurtjen normal jur (Sbene ber ^lan:* 
figur fortfdf^reiten.*) 

!Die ^Jtanflgur ABC toerbe fo betoegt, baß ber ^unct A auf einer 
gegebenen ßurbe DE f ortfd^reitct , baß bie Sbene ABC bie SurDe DE 

immer normal fd^neibet, unb baß bie ®erabe AB, 
tt>eld^e bie betDegte 'ißlanfigur einmal mit ber (Sbene 
ber ßurbe DE gemein ^at, immer auf ber @bene 
ber Suroe DE bleibt, ©äl^renb ber ^unct A ben 
©ogen AA' jurfidlegt, befd^reibt ber Perimeter ber 
^lanfigur ein ©tüd SRingfläd^e unb bie gläc^^ ber 
^ißlanflgur ein ©tüd SRingbolum, bie nad^ ber ®ut 
bin'fd^en Siegel befto genauer gefunben tocrben, je 
fleiner ber ©ogen AA* ift. 3Kan fann nämtidf^ ba« befc^riebene ©tücf 
Stingfläd^e ober 9iingbolum burd^ ein ©tüdt ber Ötingfläd^e ober bc« 
Stingbolum« erfe^en, toeld^e bie ^ißlanfigur ABC befd^reibt, »enn fie 
um bie 2lfe ju rotiren beginnt, bie auf ber Sbene ABC normal ju AB 
burd^ ba^ Ärümmung^centrum be^ ©ogend AA* gel^t Die ©urnme 
aller ©tfldte ift ba^ ^robuct j)on bem Perimeter ober ber gläd^e ber 
^lanfigur mit ber Summe aller Salinen be^ jugel^örigcn ©d^merpunct«. 
3)ie ©al^n be^ ©d^merpunct« ift bon ber parallelen öa^n be« ^uncte« 
A ber Sänge nad^ nic^t verfdf^ieben. 




*) 2)icfc 53cttict!ung i|l jum %^t\\ ijou Scibnij gcmac^^t tootbcn. Acta Erud. 
1695 p. 493. @ulcr 6at in ber ^Ib^anblung .,übct frummc (Si^tinbcr" 1778 (Nov. 
Act. Petrop. 12 p. 91) bie nähern SSebingungen feftgejlettt. tJergl. 3»eler ©rcf^ 
geom. 5(ufg. n, §. 174 ff. (ba*)Ott elnise« ungenau) unb ^oiffon M6oan. 84. 



§. il. Öon bin ©(^werljuncten b« gigiittit. 269 

iirte DE lam ou^ uneben fein. Iionn ^dt man unter t^« 
n bem $unct A bieienige }u eeirte^en, meiere' ben beif^min' 
en AA' unb beffen ftrüthmungecentrum enthält. U. f. to. 

Intel einem $ti«tneti^uf (ungula, onglet) miib bet %^t\\ 
la Deiflanben, nteli^en }mei titi^t paiaQele Stenen begienjen. 
utte einen SKorraaljt^nitt befl ^riöma, beftimme ben ©d^njet' 

^erimetevfi unb äict)e bnri^ tiefen i'unct bie ®etabe, tteld^e 
nten beS $iiema ))araUel ift. !£)as @tüd btefer @eTaben, 
l^en ben ntc^t fiaralleten Ebenen enthalten ifl, bie ben $uf 
■elfet bie ©i^metfantE (ttot^centtift^e SEante) für bie ^e< 
er 9IormaI fc^nitte. 

riematif^e (c^Iinbrifc^e) ^mfftac^e ift ba8 ^robuct 
:erd i^iee 9Ionna[{<$nitta mit bei juge^örigen ©t^roettante.*) 
i«. .iBCO . . ift ein Sionnalf^nitt be« ^rißma, K, L, 

bie Sffiitten oon AB, BC, CD, . . . ^ei ©^iiierpunct 8 
■txi ABCD . . ift ber ©c^»er))nnct 
, BC.L, CD.M, . . . Setben nun ^, 
, B, C, . . ge^enben Santen unb bie 
. L, M, . . ge^enben parallelen bon 
gen ®ene in A', B', C, . . unb ^, 

. . gefc^nitten, fo ^at man (2) 
- BC. LL' + CD. MM' + . . 

= {AB -i- BC -\- . .) ss: 

Denn eine anbere <&bmt biefetbeti ®t' 
bet, ■ 

h BC. LL" + CD . MM" - 

^ @ubtiaction 

K" h BC.L'L" + . . =(AS -\- BC + . .) ffS". 

ec auf ber @bene ABB'A' [iegenbe Z^tÜ ber ^uffläi^e 

E", u. f. tp., S'S" bie ©d^ioerlflute für bie Perimeter ber 

itte, alfo u. f. tt). 

ftwng- ä""" ©"ft *'n^ ^riema {(S^linber) ^aben gleii^e 

men), roenn i^re ©ifttoerfanten in iÖejug auf bie Perimeter 

[fi^nitte bed ^riSma Don gleii^et Sänge finb. 

die ®d}iDer)>uncte ber t^läc^en Don aßen Schnitten eine$ 

S^linbti^ufe finb juetfl uon ©legoiiuS a. @l. Sincentio (opas 
o^re bartcHitriWe Sttracfttungen cotnptaniit unb ciibitt »otbtn. 
4 {itam. ilutg. U, 163) ffoi ben obigen nmiafjenbcn 0a^ nii^l gan} 
itUt, »ie tum Steinet u. 8. erinnert motbtn ifl. 




: (AB -\- SC +- . .) SS", 



264 günftte «114. ©tcTUueb 

punct J aud^ auf bet ®etabtn, n»I($e bie 3 
eertinbel, u. f. xa. 

Uebet ben Sc^wetpunct einet fp^rif<^en 

19. |$ür troenb ein jmift^en par 
^ottene« ftfltjjetf egment lann bet abft 
Don bet iBafid bee ©egment« bete<^net toetben, 
patallele Quetfd^nitt be« A5ipete in bem b 
bet $afi« eine (gegebene Function von x ift, 
njitb. I)Q« 'IJtiamo, beflen Sartö bei Due 
§0^6 bet nie I^eil bei $e^e A be« gegebener 

Sßotum -fix), ©ein ©^wetpund ^t ben 9 
©Qfi« beö ©egraent« (10) nnb ben Soeffidenti 

bet <Sc^ioerpunct beä gegebenen ffi5ipetfegttient< 
S9afiä ^at, fo bilbe man einetfette ba$ $tobu( 

-4 bet ffiett^e, meiere bie gönnet -f{x) bei 1 



ei^ält ; unb anbtetfeits bie ©utnme B bei 9B 
\x + 2„)~/('^) I"*' *'sn angegetienen SäJett^ei 
$tobnct uA ffiirb bet ©umme B gleiii^ (2), n> 
n \vA Unenblic^e njSt^ft- 

®ie Summe A btüÄt, ujenn n unenbti^ 
gegebenen Sötpetfegraent« aus (§. 8, 7). 35ie 

bet ©umme C bet ©liebet, meiere auS ber %\ 
gen, unb au« bet ©umtne D bet ®(tebei, melc 
batbietet. 3)ie ©umme Z> ^ot obet ben SäJett^ 

ttenn n unenbli* gtcß roitb. 2lIfo beSült mai 
bie ®[etct)ung v.A = C. 

ffienn fix) eine gonje gunction eon x ift, 
nic^t überfteigt, fo ift bie gotme( a^/(x), bie bi 
eine gunction ton x non frB(^ften6 btittem 
(§. 9, 10) 

■4 = iA[/(0) + 4A*A) + 
C = i%CO) + 4i?CiA) + 
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(iA) = iA/(iA), g{h) = h/(h). 

2/(iA) + /(h) 



)) + 4/aA) + AA)" 
ic^fte Serper, für meieren bie ^6^t feine« 
rmet fii^ betet^nen lägt, ift bet ^^rami» 
1 ffiefle »irb quc^ für ein ptaneö gtäi^en' 
Seinen bei 3lbftanb feineß ©cfeweipunct« 
ente angenommenen ®e^ne gefunben, nenn 
i ©egmentö eine gegebene gunction feine« 



:ne ^lanfigut um eine gegebene @eiabe 
on i^rem ißerimetet befi^riebene 3?otQtion«= 
leter« mit ber Sa^n feines BAvotxfmm, 
^tanfigui: befc^viebene 9iotation«türpei ift 
Der iÖa^n i^re« ©c^raertjuncte.'*) 
pol^goit , Don melt^em eine Seite AB bie 
owf ber ebene be« ^Jiol^gon« liegenbe 31ye 
ibt bie ßegeljone 

), menn MM' ber ^ ■»" -A 

er 91je ift. Der A 1/^ 

Perimeters ift ber / 'J^gH^ 
cpuncten (SWitten) ly\\ 
mten bie Seiten / s'tf M' Ä J 
finb. 3nbcm man jebe Seite mit bem 9tb= 

ftanb i^re» ©d^njerpnncts Bon ber Slfe mutti<)ncirt unb bie Sßrobucte ■ 
abbirt, trtfätt ntfl« ba« ^robutt beß Perimeter« mit bem Sbftanb iWT' 
feine« ©d^tter^mnct« Don ber Slfe (2). Sltfo ift bie Summe ber Bon 
ben Seiten bef^riebenen ftegeljonen ba« *Probuct beä Perimeter« mit 
^.NN' b. i. mit ber »on bem ©c^ffierpunct N inrödgetegten SSa^n. 



*) «tij unb auguB. Strgt §. 9, 10. 

*^ ©Itfet Domifalä lil utitn: brai Kamen ®utbin'fc6e Sfttflel Mannt. Un- 
tetfn^imgtn Ü6et MotatiDnedtbitbe iDitrbni juerp nun antimtbeS (©p^äroibe iinb 
fionoibe) ong^fieUt, fortfleltBt tton Scppltt in ber Btereometria doliortim 1615, 
ttorin QUtt einjelnE gäöe ber ©ulbin'fcfeen Kegel bereits Dorfommen (theor. 18ff.). 
3)lefe Segel ift non $appu8 erfuiiben unb mitgefreut toorben am Snbe bet (Sin- 
leltimg yim 7. Su* btr collect, math., in bet neuevn Seit uon ©albin in b« 
jiwiten abt^eilung feinee SBeitS Centrobaryca 1640, mo bit Mtgrt an öieten Sei* 
f(ieI(B «läutert ab« no4 nii^t aUfltmtin btroiefen ifl. Son b« ®utbtii'f*en SHe- 
«I ^anbeln auefQ^rM 3IIeiei &iif4 geom. 9u(g. D, IGO ff. 192 f., ^e^nte 
®a)in. b. SSiper. 18S9, 



g5it(tcS fßaäi. Stnco« 

tnart AA' unb ££' normal jur 
>o^( bie Summe ber Xireinle X 
B'B -h BßM = Xß'ß + Bi 
A'B — XB'A. 

m bem S^reterf X-4'ß beWriebei 
ober JCA'B.^Jt.BB'. ©ejeit^nel 
jläc^e J'^'B unb jie^t OO- norn 
lic^ btt^Don XA'B befctrttebene 
ihtn fo ftnbet man ben von X£ 
ZB'A.^Tc.PP', wenn P ber ®^ 
itmal jnr iSfc tft. Sejetc^nct n 
XAB b. i. X4'B— XB*^ butd 

ift Q, bet ©c^ioerpnnct Don JÄ'l 
X A'B. 00' — XB'A.PP' = 

ber Bon XAB befi^riebene 9] 
ift'. 

lä^e ber gegetienen ^(anftgur ift 
I bie %\fi\\t beö ^JerimelerS finb 
' liegt C^tanim. §. 9, 10). ©er 
iiDevpunct Doii ben St^roei^unt 
n biefe J^läii^en i^ren ©c^roerpui 
tbeii. SDaS ^robud ber ^<xnya 
Sdjnterpuncta eon bet 9tpe ift 
n S)reie(l8flä(^cn mit ben abftän 
I. aifo ift ber Don bet gegeb 
irper ta& ^robuet ber benegteti 
1 bem ©dflperpunet B iurücTgelej 
bü« ^cl^gon AB . . einer Surti 
iblii^ier anja&l ber gemeinf^aftl 
t @[^tDer)>uncte für ben ^erimetei 
n entf|>rei:^enben ©c^tDerpuncten b 

EBenn ein 9xi\i um eine ^;e fe 
ene 91ingfläc^e unb bae SRinsoc 
gefunben. JBejeic^net man ben \ 
&e burc^ /, ben Slbftonb be« & 

ble SRingfläc^e = p. 
baö SRingoolum = /, 
i&Werpttntt für ben Perimeter ur 
[ammenfälK. 



■nit einet ?Ipe »erfe^ene ^fanfi^ur um eine 
bie mit bei Äje ber i^lfiur pataOet tft, fo 
n be8 Perimeters p nnb ber Sfncfte / JRinfl« 
eren ftalbe liiffcceiijen ber f^täd^e unb bem 
ine ^älfte ber 'ßtanflftut bur* aiototion um 
§abEtt bie ©(fcmeriJiincte be* Perimeter« 
ie abftänbe 6, b', h" Don ber SRcfülionÄofe, 
■ Don ber 'S.ft ber ^^igur, fo tft 6' = 6-|-c, 

$e = p.2jt6 

= 4p.2'«&' = \p.%tb -\- \p.1ne 
= ^^.216"=: 4P-2t6 — Jp.2jtc 

,-0—,,.. , „ o jrt Süßem unb (nnetn MingflSc^ = ^p . 2wc. 

®en fo finbet man bie entfprei^enben Sfusbrürfe fftr bie MtngBotume. 

SIBenn bie rotitenbe ^(onfigur teinc 9lje, aBer ein €entrnm fcefifet, 
unb burc^ ben mit ber StotatlonSa^e (jaraßefen ^tameter get^eilt wirb, 
fo erfleBen fid^ biefeften Siefultate n>ie Dor^tn. 

Äennt man baß Bon einer ^lanflflut fSinie oberi^läcfie) burd^ SRo» 
tatioit um eine ®erobe ifirer ebene befddriebene ®ebilbe fSlä^e ober 
3!Dlum), fo fann man o^ne SÖeifeteS auc& ba« Don ber ^Jtanfißur buri^ 
Mototton um eine anbete Oerabe ber @6ene M<%)^iebene ®e6itbe 6ered&= 
neu, Wenn bie Seiben SRptationßafen (jarallel finb. 3ft A ber ©(ftioer* 
punct ber retirenben gigut q, unb mlrb bie erfle atotationSAje in B, 
bie anbete in C Don ber burtj A geftenben ^lormote getroffen, fo et^ätf 
man fiir bie 5!)iffereni ber Betben 5Rototion8ge6l(be ben ?ln8bnicf 

q.^^.AO — q.^Tt.ÄB = q.2n.BC. 
Worin BC, ber Stbftanb ber beiben JRotaf icnSaf en , pofitiD ober negatio 
ift, je naitibem bie anbere Sje bon bem ©c^werpunct eine größere ober 
fteinere Sntfetnunji ^ai, afö bie erfte Sje. 

19. SBenn bie g(ä*e unb ba« Sßotum eine» iRototlonSgebltbe« 
gegeben ift, fo lönnen mi) ber ©ulbin'fc^en 9tege( bie ©i^werpuncte 
für ben Perimeter unb bie glücke bet aWeribionpgur teftimmt »erben.") 

3. ©■ ber ©c&lDert)nnct E beö ftreisbogen« AB nnb ber <S*ioer= 
punct F beS ftreiöfectorfl DAB liegen auf bem SRabiu» DC, meli^er ben 
Sogen unb ben ®ecfor ^atbirt (9). SEBenn ber Sogen unb bet ©ectot 



•) SHeier 6ir(* geom. «ufg. H, 173. 
") SHeitr 5Ufi^ a«m. Äulg. n, 192. 



. iBon bem ®tnu8. 

ut eine anbete gigui; aue bem ®tuube beäf, 
älemente gemein t^at, fo ift fie bur(^ biefe ©le- 
immt. ©6 ift i- So. eine ©erabe burt$ 2 
3 ^undc, eine Sugel buti^ 4 ^unrte einbeutig 
Sßenneg ober m oerfc^iebenegiguren giebt, 
gemein ^aben, unb ffienn eine gegebene gtgur 
>m ®runbe bedt, meil fie mit ii}x bie erioä^n» 
, fo ift bie gigur but^ biefe ©temente mbeu = 
j. iß. eilt ©teiecl butc^ 2 ©eiten unb beii 
inlel, buti$ eine ©eite unb bie baran liegenben 
ten einbeutig, butcff 2 Seiten unb ben ber Oei= 
aSinlel jiDeibeutig beftimmt. @in Äreiö ift 
ig, eine Äugel but^ 4 langentenebenen 8beu= 

neö ©reieilä finb 2.3 — 3 eiemeiUe ecforbet« 
iiiieö eierten ^unctee auf ber Hbent be6 '©rei= 
forbedii^, alfo brauci^t man jwr iöeftimmung 
'.9, . ., necfg 

3, 2.5 — 3, . ., 2n — 3 
<tx unabhängig finb. Sinftatt betfelben tonnen 
anbei unabhängige guncticnen ber iStemente ge» 

nee Dtecten ^nnctee im 9?aunie brautet man 3 
äÖeftimmung eineö räumlidjen Kieredö IJ b. i. 
ung eine« räumlic^ien 5@Ä«, eöct«, . ., e@d6 
6, 3.6 — 6, . ., 3e — 6 

c Seftimmung eine« ^ßt^eber«, roeli^es Weber 
ler nieniget regulär ift; finb fo oiel (Stemente 
Dl^eber Äanten ^ot.') Siaö ^ot^eber Ijabe e 

Dte S. anSbine Statir 246. 



günfteS »n*. ©Uitometrit. 
gm auf einei @ei:aben, bte mit fcen Tanten US $xidiita iiai' 

:ifl. S)ie Slöt^en b« S)teiede .lifC, ACD, . ,, ob« benra 
: ASCü . . tiii $neina befte^t, ^abeu bie ®(^mer))uncte £, 
lät^e be« ©i^nitte ^ISCß .. ^at ben ©(twerpunct & ^ie^t 

bie ^uncte 3, K, L,. , pavaUel mit ben Äonten be8 ^tiäma 
il((ie bie (Sbeiie eine« onbetii ©i^nitte A'B'C'D' . . be« ^riöma 
l; . . fc^neibcn, fo ift 

S^- + CC" = ZKK', AA' + 6'C + DD' = ZLL', . . 
iC. KK- + ACD.LL' -)-.. = {ABCD . .) SS'. 

feinet burdj bie ^uncte ^', iJ', . . $aiaUeIen bon tielietti' 
lg, roelt^e bie (Sbene ^Ät' in A" , B" , . . (djneiben, f» ftnb 

AA'A", BB'B", . . ^jaraliel unb bie auf benfelbea liegenben 
nU($, alfo 

A'-A' : B"B' : . .^ AA' X Bff : , . , 
A"A' + B"B' + CO = •iK"E:, b. ^. K' ixt ®(^loet' 
läuncte A', B' unb C »bei «et gla^e A'B'O, u. f. m. laben» 

auclii 
C. K"K- + ACD. L'-L' = . . == {ABCD . .) Ä"S'. 

6 ^ot man abet bie ^ii)))ottioti bei gläti^en 

A'B'C : A'C-D' : . . = ABC : ACD : . . . 
t* 
.K"K' + A'C'D'.L"L' + . . = iA'B'CD" . .) S-'S", 

ber ©i^merbuuct bet glätte A'B'C'D' . . . 

\ax liEubatut eineö ^tiömen^ufs beftinime man für bie gtfid^ 
be« $uf« beu 'Sd^meipnnct unb jte^e butd^ benjetben bie mit 
1 cee 5|Jri«ma (MioUete @erabe. i)ae ©tütt betfeltien, njel- 
:n ben ni<^t parallelen Ebenen enthalten ift, bie ben $uf be> 

ißt bie ©et» ertonte für bie glüdjen ber $ri«men< 

L8). 

Sßolnm be« i|iri«men^ufö ift baS ^tobiict bet glätte 

Ifi^nitta bei) $riöma mit ber iuae^ürigen ©(^©ertönte. ") 

;ig. A'E'CD' . . unb A"B"U"D" . . ftub bie ©(^uitte bee 

ie ben ^uf begrenien, ABCD . . ift ein Siptmalfc^nitt be* 



iet i&itfdj a. ü. O 102. ^tt^t ©teiiut Srtüt 3. 16 p. 90. Sii 
8 bwliritiatii ^tieinendttiä \\X »on Eegeiibre tBlöm. de g^m. VI 
Sorben. 



^e paratlel mit ben Ki 
. . S bet glätten ABC, 
S6enen ber ©i^nitte in 

'.LL' -\~ . . = (ÄBa 
KLL''-^- . . = (ABC. 

. i'i" + . . = (Asa 

'B'CA"B"C" tont tu 
in bie breifeittgen *lJtjT 
riegt. ©floon ift 
"C" = X'B'CO", 
:?Cf" poraMeWft, unb 

A'B'C'B" = Ä'B'Ci 
7'B" iittb C"C mit be 
91un ift ^'B'C"^" b( 
fen 5Botmotfi^nitt AB 
ift, u. f. m. 3llfo ift bi 
A"B"C" 

CC") = ABC. JPiC 

bere i/abm jwei 5>ufe ( 
I i^Tc ©(^roeitanten ii 
ti iiei^tx Sänge ftnb. 

^ot^ebere tann auä 
>ie ijlä^e eines )>[anen 
, 10, 6). Wlan jie^e b 
lung unb fd^neibe biefel 
man [oDiet ^ttgmen^uf 
(^e t^ie üloimatfiiojectii 

bie «(^(loerpuncte ber 
[ptojectionen biefet Sßut 
,.., unb bie Dlormolpt 
&en bie §ufe bie ©ettl 
[um be« *J?otVebet6 ift 
.BB' + y.ca + . . 



sin 60» - 



278 ©utBtee S9u*. irigoimmdri! 

©rßge AC. aWan ^ot otfß bie ©lenilDeri^e 

siD = 0, sin 90" = 1 

8. Sßon ben elementar conftruirbaren ©in 
na<^ befannteit (itaitintetiifc^en <SäSen berei^net : 
3ft A = 45», \0 ift BC = AB, -WC^ = 
goteifd^en ©o^, atfo 

-BC^ , BC ,, /2 . 

Ä&=^' AC^'^^ = ^' ^ 

3ft ^ = 60», fo ift AB = i^C \A(fl^ 

BC^ _ . ßC _ V3 

AC2~ *' AC~ - ' 

3ft A = 30», fD ift BC = ^AC, atfo f 

3ft A = 18«, fo ift BC tem l&alben gc 

gtei* C^lanim. §. 11, 6), alfo 

BC __ /5— 

AC~ 4 

aJcn anbent SBintetn, »et<^ie ©ummen ober 

ober ^lalften, u. f. M). Don foltien SBtnfetn flnb, 

reite gefunbeii ^t, tonnen bie ©inu« beregnet 

$totemäif*en ©age« (^ßlanim. §. 14, 15) ober 

niometrif(^en ©agee. aSergt. unten §. 4, 6 u 

mat^ematif(tie ainalpfiS bie umfaffenbften OTitti 

nung ber ©inu§ aüer aöinlel (SÜg. ?[rit^m. §. 

aWfln ift ba^er im ©tanbe geloefen, XaU 

welche ju jebem 3ÜinM son bt« 90" nit^t nu 

aa^ beti gemeinen Sogarit^men beffelben mit ^ 

enthalten.*) "Die Logarithmen bet ©inu9 finb 



= 0,3 



•) Tnt ®rie4eii ^aben lu aütn oon Q Ui IMO" un 
UenttirotnWn bie SJer^ältnifie ibrer ©rtnai )um Sabtii 
Ütabiue in 60 ^^dlt (ftoTe«t), lebm 34eil in 6ü SKinul 
cunben geti^eilt. Sie öltePm ©Triften, reticfee bdh ben 
lotioiien b« fiteiBft^nen ^anbelten, maten nüi^ K^eon 
jum aimageft) »on 0ipi)at*u8 «nb SlienetauB Bc 
ntnufr^attniffe iinb (ine einfnii^e aUet^obe, na(6 me^et 
b(n lann, iji oon ^toUmäuB (armagep I, 9) mitaetl 
a66anbl. I p. 525, 11 p. 354. SBeit ber ©inuB dneä 
^ältnifi btt ^gfgenüberlieaenben ©t^n« jum 3)iameteT ifi, 
bec 4iti>lemätf$en XabtUe fofort bie ZabHit ber in ®tf 
len ^inuS abteilen, inbeui fie bie Sentriuintel unb bie 
iörev Seinen jum SabiuB ^atbiitcn. ©toH ber ©eiage] 
ctmalbiUc^e in bie ©inuBtabeUen einqejü^tt butdi bu b 
baäi unb ategiomontan U5u. ®ie {natürlit|eii) fi< 



§. 1. SBon btm ©taue. 279 

(gatite Äennjiffet — 10, bte beö^alb in ten lateßen 
ftungen megaefoftcn wirb. 

ibelle ber Siimö (bei Logarithmen ber 'SiniiS) wirb 
in gegebenen SSinlet fein Sinuö (beffen Sogarit^atuS), 
jebem gegebenen Sinn« (beffen Sogaril^mu«) ber ent> 
gefunben mit einer ©enauigleit, bie burd^ bie ©enauig- 
Tabelle uerieit^neten i^aijkn beftimmt iff. SDie erfor« 
lotionen merben naät beufelben Megefn wie bei anbern 
:afceKen (Algebra §. 2, 4. aUg. Slrit^m. §. 20, 1) »er* 

Sabeßen') liegt ber ffiinfef 23"17' iWifc&en 23''10' 
cren Differenz 10' betragt, wnb 8iii23«17' iwifc^en 
161, beren JJiffereng 0,0ü27 ift, iffienn ber ©intet 
27 
lö' 

Dtel. atfo tft sin23n7' = 0,3934 + 0,0019 =0,3953. 

et man logsin23«17' = 9,5948+0,0021 = 9,5969 
von log 8^23" 10' unb logBin23"20', beren Iiifferenj 
nultijjlitirt wegen ber 7' ju logsinSS'^lO' abbirt wirb, 
- tO ift ^injuiubenten. 

Solomie.ber @inu8 liegt sina^ =| ^ 0,7500 iwif4eii 
09, beren 3Differeni 0,0019 ift, alfo ber SGJintet x jwi- 
B 48" 40', beren I)iffeteni 10' betrogt, Senn ber ©t' 
19, 1, 10 3e^ntaufeiibtet fteigt, fo fteigt fein ©inlel 

■g- aninuten. aifo ift a; = ■ 38" 30' + 5',3 = 

na: = 9,8751 (—10 Wirb ^injugebtt^t) , fo ftnbet 
)',4 au« ben ju 9,8745 unb 9,8756 gefeiSrigen ilöinleln, 
10' mit -^ muttiplitirt wegen ber übrigen 0,0006 ju 



:el(^ung (4) 

jc^twinlelige 3>retei* gilt, beffen J&^ijctenufe AC ift, nnb 
9 t)ti fSUnUl^ A befittlrt, ift bie fßelälion jwif^ien 

(funben werben (aSg. Slrit^in. g. 19). £<i6(Iltn uon bei: ietjt 
Diivben balb batauf eon SStiggS nnb 33Iacq 1626 uoHenbet. 
ittlUv'e blerPdliat BoBarit^men. 2te flup. 1860. 



uiib fc Äanten. 'Die gege 
neinen burtfi 3e — 6 EU 

be« ^olvebere ber Äei^e 
n, — 3 edpuncfe bei etft 
i^e, . . iebeemal auf ber @ 

biefet "^ßuncte erforbert be 
liebet bat(Sf 

- (n, - 3) - (»j - 3 
nt. Xiie ätnja^l ber ®ül 

+ . . ift 2t, ferner ift 
fofg'i* 

6 - (n, - 3) - (n^ - 
rreit^t ben ©ert^ 3« — 6 
er« a^reiede finb. 3n bt 



arfenntnil, baß eine Ui 
[ie|t fic^ bte ^lufgabe, aue 

nii^t nur bie gigur ju 
mmten (unbeFaniiten) Sleut' 
et jur Sonftructton bei gig 
galten, unb merben ;uin it 
bet in ber angeroanbten £ 
eonietrie fü^rl. 25on 1 
uS bell beftimmenben @(ein 
te. StuniDivb jroai tn be 
e« pianin ^oll^gon« aud b 

rec^tminleligen Dreiede au 
DreiedS auB feiner iöafiö 
jjinen tann, u. f. m. @e f 
anter ben (»(erneuten einer ■ 
ttigonontetrift^eii gnnctionei 

dn^alt bei eigentlii^en Xi 
Sbfc^nitte ber S^rigononteti 
' ben Slententen eines 33iei 
ietroc^tung lommen, icerbe 
$o[^gonometrte, SCe 
:i<4net. 3e nat^bem bie 1 

bie Von i^nen ^anbelnbi 
int. 



278 Bdktttt Sui^. Xn^onnatOk. 

@tBgc ÄC. aßaa ^at alfo bie @rcni>Dtrt^e 

siD = 0, sioöO" = 1 

5. 3Son btn tietnentai conftTnirEKiren Stnl 

nac^ betannteo (>(aniinetTi{(^n Sätjen (ete^iitet t 

3ft A = 45", fo ift BC = AB, 2BC> = 

ßC* , ßC ,, ■/2 . , 

A<ß = ^' ÄC^'^i=^' ""■ 

3ft ^ = m", fo ift AB = iAC, iA(P-{ 

3ft A = 311«, (o tri sc — i^C, olfo Sil 
3ft -4 — 18», (o ifl SC bem Rotten jelb 
gleii^ Wonim. §. II, 6), olfo 

fc-'^'r-' "'S" = 0.31 
aSon onbetn ffiintetn, mel^ ®ummen ob« 
ober §ölften, u. f. ip. eon [e^en SinWn finb, 
HttS gefunben ^at, tBnnen fcie ©inuö 6ere(i^net ' 
?toIemäifi$en ©a^e« (^tanim. §. 14, 15) ober 
niomehrift^en ©afeeö, Sergl. unten §. 4, 6 ui 
mot^ematifi^e Stnal^fiö bie umfaffenbffen aRltte 
nung ber ©iiiuS aütx SBinld (aUg. Slttt^m. §. 
aWiin ift ba^er im @tanbe geniefen, %abe 
meiere ju jebem ffiintel »on bis 90" nii^t nui 
auc^ bell gemeinen Sogarit^men beffelben mit ^i 
enthalten.') J)ie goflnrit^raen ber ©inu« finb 



•) ®ie ©rieben ^aben ju aDen oon ü bis ISO" um 
Sentnminttln bie aSer^älmifft i^wr ®d6nm ium 9tabiu< 
fflabiue in 60 S:^Ut (uoloat), itbro I^il in 60 aJllnuti 
cunbtn gct^rilt. 3)ie attmen ©irifttn, twlc^c Bon btn ( 
lationen ber SreiBlt^nen vanbtlun, waun nai^ %i)ton' 
jum aimageß) omt $ippoi*iiS anb aRentUue Mt 
ntnwtr^äVtnilfe unb (int einfaßt aKet^obe, ita* welker ' 
ben lann, ift Bon ^toftmaüä (mmagefl I, 9) ntitget^i 
abbanbl. I p. 525, H p. 351. aüeil tet ®inuS dn(8 
^flltnig btt flegcnüberlieaenben (Semite tarn ©iameter i(i, 
ber ^tolemöif^en tabtüt fofott bie ZabtUt bet in ©ep 
len Sinne obldteii, inbem fie bie Sentrirointtt unb bie 
i6tev Seinen jum MobiuS balbirten. ©tatt ber ©erageff 
cimalbrÜi^e in bie ©inufltwiellcn einflefU^rt bnt* bie be 
ba* nnb ategtoniontan 1450. Sie (natürllt^en) £oi 



m htm ®inuS. 

r — 10, bie 1 
fen toitb, 
6 (bet SügariH 
inlel fein Sini 
©inuö (beffer 
iiei Senauigtett 
[den 3*1^'^" ^< 
mtif beiifeI6en 
i §. 2, 4. Mg 

it ber minU 
10' beträgt, u 
ferenj 0,0027 

teigt, fo ftftgt 

q23M7' = 0,3' 
3017' = 9,59' 
10' unb log sin 

n ber 7' ju lo| 
ibenten. 

nud liegt ainx 
^nj 0,0019 ift, 
Xiiffetenj 10' 
itflufeHbtft fteig 

ajlfo ift X 

{— 10 wirb ] 
9,8745 unb 9, 
tplidrt megen 



AC 

üd gift, beffeii 
PeftHirt, ift bi 



IDg. atit^m. |, 1 
[ wn «tigge « 
)c ScgaTit^men. 2 
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hex ^^petenufe, ernerßat^eteun 
ben SBinfet eines tei^tminletigen ' 



BC = AC.äaA, AC 

@me Sat^eU ift ba« '^robuct bei 

bes ber Sat^ete gegenüberiiegenbcn 3Bin!eIi 

t>k $)ijt)otenu(e ifl bet Ouotient 

nu8 beS ber (Sat^ete gegenUBerliegenben SQ3 

3n6befonbete ift eine Steisfe^ne i 

mit bem ©inuö beö ouf bet ©e^ne fte^ei 

ber auf bem "©iameter fte^enbe 'ißeritJ^eriel 

^iefe ©leidfungeii enthalten bie lüöfun 

gaben: 1) aud bet ^^fiotenufe unb einet (£ 

übetliegenben ©infel ju berechnen, 2) ou* 

fpigen Sfflin!et bie bem SJintel gcgeniiterlie 

3) aus einer <Xat^ete unb bem gegenübetd 

nufe ju betet^neit. 

SSeiffjiele. 
BC\ 718 log 

AC 1 922,4 log 

logB 
log 
log« 
log 
log 
_ logB 

ÄC i" 25,965 log 

7. S)ie gläc^e eine« Dteied« 
jroei Seiten mit bem ®inu« be» Bon ben 
SBintele. Ilabei ^at man unter bem ©in 
!et8 ben ©tun« feine« fpigen ©upplems 
man bie glöttie be« Ilreieds ABC but^ ' 
^ = ^ AB. BC.sk 
ff ®etoei8. 

ABC ift eine Sal 
ed« BCD, beffeti 
^at man in Md 



Ä 

AC 
A 


61'7' 
5,27 
41« 26' 


BC 

SC 

A 


3,4875 
25,7 
81« 47' 



z_ 



<m ©iniiS. 

*jn CBD (6), 
i AB. BC. sia 
1 ben ftiimpfei 

nti ^axaU 
mit bem @inu 

Ut ba« ^ad 

n ©tnue i^« 



eietfS beibät: 
t^neii f)eflenitt>i 
gegen überUeaei 
je foiuo^l bell 
Stäche, aU au 
auSbritden ('s 



: sin BAC, u. 

, AB ber SRei 

ctiegenben ^in 

buTc^ «, ß, y,**) bie glätte ^St? burt^ J unb fc 

Ütabiuö be« umgefc^tiebenen Steife« burt^ r, fp ift i 

2-^ = bcama = ca sia^ ^= aftainy, 

folglid^ biirt^ ^Dieifion 

abc a * ^ "^ 

02 ~ si^ ß ~ ^ " ^ ~ 
Meli ben Seinen o, i, c bie ^ertp^etielDintel « 
gen (6). 



•) 3tt b« alten Siigonotnetrie mar bitfei ©og taut 
©(^nt brt SeittriwinldS JJlfÄ = 2ACB ift, u. f. rc. U 
Inngtii »etgl. ^lanim. §. J4, 25. 

") 3)i(ft Ü6frfld)tlic^e iBejeic^nung ifl Bou eulet ein 
iSnlti in iS au^ üblich qeicDTben, auebiüde icie sin« in 
inen, »ä^rtnb man (on^ bertn SBcrt^t ivxä) 6t(onbtK Bat 



582 ©t^eirt »u(5. ', 

3liiinerluna. ©eit 6 = a*™ 



^iemai^ tunn man bie ^\&ä)t beS X) 
©eile ober bem MabiuS be6 umgefd^r 



A. 3)er @Jniiefa^ eittptt bie ! 
len eines '^leiedd unb btn gei 
unb bient beS^afb jui SiSfung ber tri 
iJoei SßJinltetn eine« Iiteieifö unb ber 1 
bie bem anbern geaenüberliegenbe ©ei 
ten unb bem ber einen gegenübeili 
gegenübertiegenben SJtnfel }u hatiS)XK 
unb ß gefleben finb, 



i unb b gegeben (inb, 



' 'Die jmeite Slufgobe l^at im 9lü| 
e9 giebt jiDei aSintef ß, einen fpi^en 
beten ©inue ben[elben 9Bert^ ^aben ■ 

Senn inSbefcnbece bie ©ette a, 
gegeniiberttegt, Ileinei ift a\A haxna, 
SBinM p ni^t real, alfo giebt eä fei 
mente enthielte. 

SKSenu a = 6 sin«, fc ift Bin|3 ■■ 

SBeun a jwifc^en ben ©renjen h 
sin«, ber gefugte ©iuM |3 ^at einei 
ift, unb ben fupptementären ftumpfen 

SSenn a = 6 ift, fo ift 8in|3 = 
a, nic^t 180" — « ^aben. 

SBenn o > 6, fo ift sinjS < sin 
ner ats u fein, nieit einem ftum))fen 
Seite gegenüberliegen loärbe, loiber b 

aWit biefer ©etermination befinbe 
ABC au9 ben gegebenen ©lementen i 
3n ber %i)ai ^at ber um baS l^entrut 



00632« = Bin 58", 
cosO ^ sii 
cos 90" = 

SBintel a fteigt, (o 
gomiJtemetite {§. 1, 
iiiiiis. 

'abelle ber <Binüt \ 
inuö ober t^ret Sog 
te erfefet roerben. 

t^mue fäÜI, menn f 
ä 23» 17' liegt jmifc^ 
lim 10, I, 7 Wim 

äe^ntaufenbtel. aitf 
.23M7' = 0,9194 
nan Iogcos23''!7' = 
= 0,8347, fo liegt f^ 
55 beö Sofinu« um 

I .n 10 10. 

=IumlO,:j^, ^ 
a; == 9,7336 gegebci 

a; == 57" 10' + i 
ng. SSetin a fturnp 
I« - «) = cos[90« 
23' = 008 48" 23'. 
[ um 90" ju Deimtr 

roeiben bte ®tnud 
it. 

tein red^tiDinfeltgen j 
:r^(tni6 ber anliege 
^tobiict ber §lH)otf 
n fpifeen ©infel«. 






« bem i 

brt an 

iteligen 

AB 



ABi 

»-«) 

<o tenni 

t)en Sil 
on bei 

3.«. 

)537 ui 



' nnb e 
n tn b 

t®eh 
Reiben 
ten mii 
:S<®a 
inleU 






..fc^ 



c^ = a* + - 
SBdin o re(^t ift, fo ift cob« = (i 
ift, fo ift cos« = —cosClSU" — « 
= fiä -|- ri + 26c sm(o — 90«; 
33 eine id. SBenn man in b« 
fo ^at man nad^ bem ¥vt^KSoi^'f<4 
B 
^tegt bei Seite 
fo ift DB = A 
BC' == AB- 

9Iun ifl ÄD^ -\ 

B A -» ßCi = 

Siegt aber bV ©eite BC ber ftnmp 
= O^ + ^ mithin 

BC^ = AB"^ + 2AB 

= AB^ + AC 

3n bem tec^troinleligen SJveied ADt 

aüert^ -4Cco8^ (2), in bem anbern 

folglich u. f. TO. ©uri$ bie grtlär 

ffiitilete »irb ber jroeite ga(I in be 

änmettung. 3iac^ (l) ^ai i 

coa(180"— b)= wnOO" — ( 

3.©. gür co8l27"46'ttlitb — sini 
90« Don bem ffijinlet, ald ben Sinf 

4. 2>er Softnusfafe entölt bi« 
©eiten etnee 'S:>xt\td% unb I 
@eite gegenüberliegt, unb tan 
mettif^en lufgaben bienen: 1) au« 
bem tun i^nen eintiefc^loffenen SBinfi 
genbe Seite ju 6erei^nen, 2) au« be 
übei-tiegeitben Sinlet ju bevet^men, 3 
tel, roetc^er bev einen gegenüberliegt. 



M Wliegt, pnbet fi4 Eucl. U, 12 unb 
bte Uettii ©liebe«. ai«gl. ^lilonim. §. 14, 






m 



geni 



288 r^€(^«te« ^u^. ^rigonomettic. , 

6* ^nx SScrcd^itung ber ©eitc c au« bcn ©citcn h unb 
bem SJinlet a, metc^er ber @eite a gegenüberliegt, i)at mai 

C^^ung a^ r= 62 + c2 — 2bcco8a, folgfid^ 

c^ — 2bc cos« = a^ — 6^^ 
(c — b cos«)'^ = ft^cos^a -+- a^ — b^ = a^ — b^ am^a (2), 

c = b cos« -f- y a'-^ — b'^ sm^a, 

ßö giebt alfo im Slllgemeinen 2 SKert^e üon c. J)iefe SBertl^e finb 
nid^t real, ujenn a < 6 sin « ift ; fie finb real unb einanber gleid^, toenn 
a = 6 sin a ; fie finb real öerfcj^icben , toenn a > 6 sin «. SBenn im 
legten gälte a = b ober a ';;> b ift, fo beträgt bie Cluabrattourjcl fo* 
biet ober mel^r al« 6 cos«, unb ber jioeite äßert^ öon c »erfc^toinbet 
ober »irb negatii), b. ^. bie ben SS5erttjen i)on c entfj)reci^enbett ©trcden 
AB* unb ^5" l^aben entgegengefefete JRid^tungen (^lanim. §. 14, 1). 

Diefe üDetcrmination ftimntt mit ber §. 1, 9 gegebenen übercin unb 
finbet bei ber Sonftruction be« Dreied« ABC avi^ ben gegebenen ßle* 
menten i^re S3eftätigung. Die birecte 2lu«rec^nung ber Seite c ftel^t 
aber ber inbirecten ^lu^rec^nung berfelben mit ^ülfe be« SSSinletö y an 
(Sinfad^^eit nad^. 



§• 3. 93on ber Tangente unb Sotangente. 

!♦ Der Quotient be« ©inu« eine« SBinlete burci^ ben Sofirai^ 
beffelben l^eigt bie 2;angente be« SBinlel«.*) Die 2;angente be^Som* 
ftement« eine« SKinfel« mirb bie Sotangente be« 2BinIef« genannt. 
3Äan bejeic^net bie 5Eangente unb bie gotangente be« SSinletö « bnrd^ 
tang« unb cot«, unb ^at bemnad^ 



tanga = , cot« = tanff(90® — «). 

cos« 



5»un ift 



tang(900 - «) = ^^%=^ = ^ (§. 2, 1), 

cos(90" — «) sma ' ' 



folglid^ 



cos« 

cot« = -; , tanga^cota == 1, 

sma ° ' 



*) 3)ie 2;abc£[e ber S^angcntcn ip öon bcn arabif(i^cn ^Pronomen conjhuirt 
toorben, n?ic SSurtfl^arbt bemerft i^at. 3m Occibent iüurbc ftc i>on ^egiomon* 
tanu« 1463 unter bem 0iamen tabula t'oecnnda eingefül^rt. 3)er ^ojm lan* 
geute rü^rt öon ginf (geom. rotundi 1583) ber. S^eral. 5Jfleiberer Mgon. 
p. 129. 141. 161. 




MI Sattgattt unb CoUutsente. 2S9 

Sotanoente eines SBinfelS finb itci|}to(, tl^re 
efet gUit^. 

K+smV= 1 (§.2, 2) fltebt butt^ DiBifion 

1 COB ^K , 1 

ios *B ' sin % sm%' 

1 !3!)efinttii>nea 



Dfinu« rinea ©inlet« feine longente, auö 
eine Sotangeiite unmitte(6ai berechnen, unb 

Bon bis 45" unb »eiter bis 90" fteigt, 
bis 1 unb Ui cc, unb feine Sotangente 
0. JJenn eö ift 
_rinO _0_ 

cosO 1 ■ ' ■ 

006 45** 
, _ Bin 90° 1 

~" CO890» = = '="• 
Bin«, cosjJ < cos« (§. 1, 4 unb §. % V), 
sin o sin tt 
eosjS cos«' 
SJagegen ifl 

cot 45» = 1, cot 90« = 0, 
cot ß <Z cot«. 

jentei^nb <Sotangenten mecben wie anbere 
bet Sintet fteigt , \o fteigt feine Xangente 
ib fällt feine t^otangente ober beten Soga> 

et SÜJintel « ftumpf ift, fo i}at mon (§. 2, 3) 



; = - tangClSO» - «), 

- cot(B — 9U*). 



SO» — «) 
90°) 
- 90») ' 
[i atfo entgegengefe^t gleiche Slangenten sber 




294 @e(!^«te« 55u^. 2:rigonomettle. 

atfo mic torl^n 

tang^Cy — a) ; tang^Cy + «) = !"^ i ^« " - 

* ' smy + sina 

3lnn>enbung. 3luf bcr Sbenc be^ liDreied« ABC gtcbt c^ einen 
^unct Df für ipcld^en btc ©ettcn AB unb i5C gegebene [(^einbare ®r5* 

^en l^aben. 35iefer'^unct D tft ber jmeite gemein*^ 
fd^aftlici^e "ißunct ber Steife ABa unb BCA\ bereit 
©eignen AB unb BC für C unb ^' bie gegebenen 
fd^einbareu ©rBßen befifeen ; er tft unbefttmmt, tt^enn 
bie betben Steife mit beut Srci« ABC jufammen^ 
1^/ falten. 

Um au« ben gegebenen Elementen bcö ©reicd« 
ABCf mobon ^5, BC unb ber ffiinlel (7B-4 burd^ c, a, ß bejeici^net 
merben, unb au« ben ffiinfetn ADB unb BDC, bie burti^ y' unb a' 
bejcid^net n)erben, bie ©tredeu DA, DB, DC, bie burd^ /, g, h bejeid^* 
net roerben, ju bereci^nen *), bejeid^ne man bie SBintel BAD unb DCB 
be« 95iere(f « i45CD burd^ g) unb tf;, unb l^at 

i(<P + ^) = 180« - i(/ + «' + /J). 

3n ben ^Dreieden ABD unb BCD ift 

sin^ siny'' sini/; sin« ' 

fotgüd^ burd^ !Oibifion 

sin 1/; c ^ a 

sm 9 smy sma' 

"^aif bem Obigen ift aber 

tangiCcp - ./;) : tangi(<p + ./;)= -^^^-^ = ^— . 

tpoburd^ i(9> — t/;), alfo aud^ q> unb t/^ belannt merben. (SnbCid^ \iai 
man jur ©ered^nung bon f, g, h 

f _g_ c h _^ fl 

sin (9 + y*) • sing) siny" sin(i/; + «0 sin«'* 



*) ©nelliu« 1614, ^otBenot 1692, fiambert 1765 u. «. »ergt. ¥ftci* 
bcrcr 2:rigon. p. 275. 3)iefe aufgäbe toirb geto8l^ntt(i^ nadji btm jtotitcn ^Bearbeiter 
bie $oti^cnot*f^c Slufgabc genannt. 





.3. »Dil b« Zangentt unb Cotongeatf. 




S.ifbiet. 




c 520 


logc 


2,1 


a 


312 


log .in/ 


9,7 


f 


65" 27' 


log(c : .in,') 


2,8 


r' 


32» 52' 


log. 


2,-1 


tt' 


23» 25' 


log sin o' 
log(o : .in«') 


9,5 


iif + -i' + «-) 


60» 52' 


2,S 


«f + <w 


119'8' 


log« 


0,0 




10" 6' 
129« 14' 


'"<'-!.) 


— 0,7 


9 


109« 2' 
742,2 


'»<' + 1) 


0,2 


i 


294,5 
579,3 


■»^[^-: 


— 1,0 




log tag i(^ + . .) 


10,2 




log tang i(v — if,) 


9,2 




log Hin 9) 


9,8 




log .in (9 + /) 


9,4 




log«n(*+ «') 


, 9,8 




log? 


2,8 




i«e/ 


2,4 




log* 


2,7 


Seil in biefem gaße m > 1 unb tang "^^ = 


— tan; 


fo i(t t«n6i(» — t) 










1-i 





" iT+l'*"^*^ + / + «') = j tang i(/> + : 

10, äluger beut €inuä unb iSofinuS, bet Xangente i 
gentr em«8 SBinlet« « werben in bei a;rl9oni>metne bi8lBet( 
bete Functionen be0 2ßtntel0 a gcbiau($t, nani[i(^ bie ®e 
Sofecante, btr SinirS tterfuS mtb Scftnud betfui 
unb.bUT^ secee, cosec o, Binverso, cosvera« bejeid^net. 3 

tionen (auten: 



dnveua =1 — ci 



008(90" ~ «) Bin. 

K = 1—008(90"—«) = 



jut Siangente bei falben Summe terj 
li, ali ixt ^Ifferenj bet gegenübetltegenb 

6Bin4(,. - o) = (c — a)8mi(Y 

bcosiiy — a) = (c + a)co3 JCj- 

angJCj- — «) : tangK)- + o) = c - 

Dei«. maä)t man ÄD =^ AB — SC, 

fo ift b« ffiiiilel 

DGB = BDC = i 

^ \ 4CZ» = ACB — L 

^Xj unb DCE = 90". 3i 

-ff £ unb 4EC ift no(^ §. 

CA AD CA __ 

einCDA ~ emACD' sinCEA ~ 
eiuCDA = smBDC (§. 1, 7), sinC. 

= cobACD C§. 2, i), folälic^ no^ gen 

^ C — g fc 

tcifion erhält man 



'Mit JiÜIfe brt »orfte^enben Sa^eö to 
i Seiten c, a eines !l)reted9 unb 
(inlet ß bie übrigen glemeiite j-, «, i t 
(«1 JCy + «) ift taö läoinpfemeitt oon } 
$robucte ÄBin^!')' — ") unb i cosJ(; 
flnbet man bur^ ^icifion tangK;- — «; 
■ a) unb cosiCj- — «), olfl auc^ ben 
nn man nun bie ®eite b auf ju>ei ber 



3uio^, »etilen ^Int (geoiu. rotnndi 15S3 
e unb ^cgjomontanus angtflellteti $ttirai 

t Stigon. p. 356), if( wie b« eiitlpre^enbt 
■r bem *Bainen ber 9!epti:'f(ten analogie 
:t tntfprtt^tnbe ©ag ber ©t^ärft bei: ©aufi'I 



i b« aongente unb Sotanflwit 


. 


ibet enbli(^ aus iCy + c) 


unb j 


»tlfpiel. 




log(= - o) 


2,863 


log>mK, + .) 


9,987 


8' log(c + ») 


3,933 


Iogco.i(, 4 «) 


9,378 


logi .mt(, - «) 


2,851 


9' logJeo.i(, -.) 


3,311 


1' logangiC, — o) 


9,639 


logsinif, -») 


9,515 


8" l»g CO, }(,-.) 


9,975 


logi 


3,336 



luö einer ®eite 6 einee SSreiecfö, 
b bem 93er^ä(tiii§ bei beiben at 
lemetite be8 Dreiectö ju berechne 



taug Kr 


+ «)-l + „'"e 




«•■ + '■' =l»e^i 


iny : .in« (§. 1, 8), f» Jat 
i btm üeWa» (7) 


Kr + «) 

©umnie 
«u« bie 
c^nen.*) 


nn, + .in« 
bon jroei SStnteln 
S)ifferelii ber beiben i 


imme 180 
iitb ^at 


fiberfldat, fo (eße mi 


tuigi(B 


1 ,fl ''■''"' ~ " 


+ '' .in.' + ,i 


», i («' + 
■l-rO = 


,0 = i8o»-j(r-i- 

— tangJCr + «), 



CDnfttuctiH V3futu i|l buic^ ^lolcm 
ben. Stral. bie «tm?ilunfl ju (7). 



taneity — ") ■ tangJCy + o) = 

ajcnbung. 3luf ber @6ene be8 SDte 

, für ajelc^n bie ©etten AB unb ßC 

feen ^abtn. 'Ciefcr'^unct 

Ü^^P ©e^neit ^ß unb BC fiit 
■CJ/ f^einfcaren ©regen befi^en 
'^^^^ bie beiben Äteife mit ben 
faOen. 

Um aü9 ben gegeben 
oDon ^ß , ßC unb bei SBintet CBA 
unb au« cen ©inteln ADD unb 5J 
»erben, bie ©ttedeu DA, DB, DC, 
en, ju bered^nen*), bejeit^ne man bie 
e(f8 ABC/) burc^ g> unb i>, unb ^at 

J(9> + *) = ISO« - ic/ 4 

Dreteden ABD unb 5Cö ift 

_i'_ ^ _ <L _■?_ ^ 
sin ip siny" ain tf» 

lurc^ 3)it)ifion 

sin^ <',''_ 

sin tp siny' * sinn' 

n Obigen ift afcer 

!(V — t) : tangj{?. + *) = 5^ 

j(qp — i),), ai(o ouc^ <p unb if befa 
iSerec^iiung bon /, g, h 

/ = J- = *= 

W + J"') ■ siny ainy" sm(i(; 



ndliiie 1614. ^otBtnot 1692, l'amfeer 

igon. p. 275. Die|t Stufgobe Wirb geaü^nltt 
lot'fc^ üufgabc genannt 



§. 3. Shm ber ^^angente mtb (üßtan^tntt 
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SBctf)3tcL 



ß 



a' 



/ 



520 
312 
65« 27' 
32^52' 

23^25' 



60» 52' 
U9» 8' 
10» 6' 
129» 14' 
109 2' 
742,2 
294,5 
579,3 



logc 

log sin y' 

Iog(c : sinyO 

Yoga 

log sina' 

log(a : sin«') 

logw2 

logfl - -) 



log 1 + 



1 



rrij 



log 



1 



1 + • . 

log lang |(/3 + . .) 

logtang|(qp — if;) 

log sin cp 

log sin(g) + /) 

log sin (if; -f- «') 

log^ 
log/ 

logÄ 



2,7160 
9,7346 
2,9814 
2,4942 
9,5993 
2,8949 
0,0865 (Ä) 

— 0,7433 (— ü) 
0,2599 (S) 

— 1,0032 

10,2539 
9,2506 
9,8891 
9,4877 
. 9,8680 
2,8705 
2,4691 • 
2,7629 



9Beit in btcfem gaüc m > 1 unb tang ^T"^ =±= — tang 



|3+y'+«' 



fo tft tangl(g) — ip) 



m 



1 



wi + 1 



taögi(/5 + / + «0 



1 — 



1 + 



m 
"1 



m 



^^si(ß + y, + « 



/^ 



10* Slußer bem @tnu« unb Sofinu«, ber Siangcnte unb Solan* 
gcnte eine« SBinfefö « metben in ber S^rigonometrie btdtoeiten nod^ an* 
bete Functionen be^ ffiinfefö er gebraud^t, nämiii) bic ©ecante unb 
(Sofecante, ber Sintfö berfu« unb gofinu« berfu« beffetbcn, 
unb.burd^ sec«, cosec«, sin versa, cos versa bejeid^uet. Sf)tt !Dcfini* 
tionen lauten: 



sec a 



1 



cosa 



cosec oi 



1 



1 



sina 



cos (90 — «) 
smve)!sa = 1 — cos«, cos versa = 1 — cos (90^ — a) = 1 — sina. 



■ä 





"y^ 


f 


i 


A\ 


K 



©t^SteS Su4. Xiigono 

iJie Smeimung 

©inu8 »erfufl finb g« 

bem SRobiuö AB bef 

tel ^ in ben aStnIel 

unb ben Quabranten 

malen BC, DF ju ^ 

EB ju ^e; fo ift 

FD 
'—, wbBAD==« 



t&ngBAD = -f=, cotBÄD = 1 

„,„ AD Aj 

,e.BAD=^^ = ^ 

ßOsecBAD =3 aec DAE 

em Vera £.äZ) = 1 — -j 

coBVBrs BAD = sinveieD. 

Seträgt ber 9?Qbiud eine Sängenein^e 

SAD ba« Sßer^ältnit bte[ee aSinfefö ju 1 

©ügen ß/> gtei^ C^ßfonim. §. 13, 8), unb 

sin BD = FD, eoaBl 

t&DgBD = BC, cotBJ 

aec BD = AC, cosecBj 

sinversßZ) = FB, coBversSJ 

benen bie Flomen S^ongente, ©ecante, ©tnu* 
!Ra(^ bem ^^t^ogoreifc^en ®a§e ift A 

+ Eä^ = Am, b. ^. 

1 + tang ''BD = sec ^BD, l + ci 

mie oben (2) angegeben routbe, 

@in iSogen ift länger ais feine €e^ne, 

<Se^ne bes beiboppelten SogenS. 3)ei@ect 

^DreieÄ ABC, ba^et ift bet iÖogen ßZ> ffi 



"t Sine Sabtllt btc Secanttn ifi jut iS tti^tei 
nungen von ^oa^itn 3t^ätku8 1539 unter be 
unb Don ajlaurolijcue 1558 unKi b«n XM tal 
auSgegebtn moi^tn. Xk 9}amen Xangtntc unb 
(geoni. rotnndi 1583). Ser Marne ©inuB Bttfu« i 
icar jTll^ a<6(äu(^Ii4 ^1- $fltib{Tti a. a. Z 
SaK^mcn iDUTbe b« tonni^ b« Secantm in be 
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4). 5Dtaii ^at iitmnaä) W Segrenjungen 

9 < ÖOflEtl ßß < SC, 

' < Sogen BD < tang SD, 

- _J_ .„« BD ^ «£fle"_-e^ ^ , 
■" cosBÖ' '■"""^ *- tangSD ^ ' 

l . u * Sogen SD ,, 

5^ — 1 Hnb 1 ^^^- ^n <l — cosBD. 

BD tang BD 

SD tietfc^iDtnfcet, fo oetf^winbet fein ©itiuö 
r fein Sofinuö roirb 1. Sllfo Berft^roinben bie 
en, folgtii^ Berft^minben m^ bie 6etben tteinetn 

m , ,. SogenSD , 



4. ©oniomettte. 

ng be« ©infetß fg ber ©etaben / unb g einer 
, baß nid^t nur bie pofitiDe SRii^tung je» 
I. §. 14, 1), fonbetn qucJ ber fiofitibe @inn 
, b, ^. ber ©inn ber JDre^ung, burc^ »elc^e 
äc^cn) ber Sbene befi^rieben »erben.*) SBenn 
geicnen ©inne (j. S, linfSiim für ben auf einer 
jene fte^enben ißetrai^ter) um a @rab gebre^t 
bie pofitiBe SRic^tnng Bon / mit ber tJofititen 
timmt , fo ^at ber buri$ fg bejeii^nete 3Sinfe( 

■für c( aud& o + 360», tt + 2.360», . ., 
ben, wenn k irgenb eine ganje ^o^\, pofitiB 
^(anim. §. 2, 4): SGJenn ju bemfetben ^xotit 
gebenen ©inne um 360 — ^ ®rob ober in bem 
im § ®rab gebre^t merben mug, fo ^at ber 
M — ß ®rob. 

summe ber 2Bin!et fg-\-gf ben SBert^ ober 
Mb gf finb entgegengefegt g(ei(^, gf =-■ — fg, 
iiner @bene, /, g, k, ^ot man 
fg + gh-^hf^ 0, 

bie ®eraben nic&t burc^ einen ¥""<* 8^^"- 
» einen ^uwct ber @bene bie ®eraben f, /, A', 



/, g, h ter diei^ nac^ )}araUe( unb xn 
tnb, fo finb bie WmMfg' imb /?, j* 
(anim.§.2, 10), bo^et /? + yA-fA/ = 
fer @(ei<itiung erhält man 

fg -\. gh^ — hf^J 

A'^ gh— 9f=~f9 — hg, 

l ber Sejett^nung eine« SSSinlefs bnti 
irb DorauSgefe^t, bag bie pofitben Sti^ 
C unb bun £ nad^ Ä ge^n. iBei bi 
reden AB unb CO gebllbeten ©ln!e(6 
; bie pcftttben 9Iic^tungen bei ©tif^f^ 
D fle^n. 

3Bertn eine beliefcifle ©trede AB ber 
[>urc^ biennalen fnoticirt unb bie ^t 
mitb, fo ift ba« Sßeri&ältntß ber ^ 
n ©trede ^,B, ; AB unabl&ängig so 
n: Sage auf ber ®eraben k (^lanira, \ 
StUgemeinen, toenn ber bon ben @ei 
eine Sßetänberung erleibet (§. 1,3). 23 
tig eine beftimmte i^unctipu bee SSinlet 
biefee 3Binfe(e. Wau bejei^et ben Q 
>sxh, fo baß 

cosa^A = A^B, : AB, A^B^ = 

•X umfaffenben SJefinition beö Eofinu« 
bem (SofinuS einee fpi|en 9Qin!ele in 
1.') aSerßl. bie gigur §. 3, 10. 
lei äSinfel, meiere entgegengefet^t g(et(!& { 
»ei Stßinfel, bereu Iiifferenj ober ©um 
gefegt gleii^e ßofinufl, j. 39. 

coa ( — a) SS cos a, 
caeiu 4- 180") = — cos«. = cob( 

imei«. Senn bie ©erabe x ben 3ßi 
itel hx unb xg gteic^, xg unb xk en 
I, Wellte bie ©tred« AB ber ©etoben 
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kO.« 



B, 



ren^ fd^netbcn a? in i4j unb ^i , unb g in 
^2 wnb jBj fo bag cos a^Ä = ^, jBj : AB^ 
cosxg = A^B^ : A^B^. ^xt^t man bte * 

^ fällt, fo fättt bte pofitibc SHd^tung bon g 

mit ber j^ofitiDcn SRid&tung bon h, unb JSj 

mit B jufantmen. SBenn nun AB eine pt>^ "* ^ 

fitiöe (negatitje) ©trede t)on ä ift, fo ift A^B.^ 

eine pofitibe (negatit^e) ©tredc bon ^; alfo l^aben bie SSerl^ättniffe 

A^B^ : A^B^ unb ^,J?, : ^5 einerlei ©röge unb Beleihen, b. 1^. e« ift 

cos iC(7 = cos xh . 

SBenn aber bie j^ofitiben JRid^tungen ber bereinten ©eraben h unb 
Ä' entgegengefefet ftnb, fo unterfd^eiben pd^ bie 2BinIel xh unb xh* um 
180«. 3ft nun AB eine <)ofitit)e ©trede bon ä, fo ift AB juglctdf^ eine 
negatioe ©trede bon h* , unb umgetel^rt. ÜDa« SSerl^ältnig -4^5, : AB 
]^at in bem einen gatle ben SBertl^ cos xh , in bem anbern galle ben 
SBertl^ cos xh*, alfo finb cos xh unb cos xh* entgegengefefet gleid^. 

. Slnmerfung. SEBenn bie (Seraben |)arallel unb t>on einerlei pofi^ 
tiber 9iid^tung finb, fo ift eine ©trede ber einen mit i^rer 5Wormat|)ro* 
iection auf bie anbere t)on einerlei ©röße unb 3^^^^"- 2Benn bie®e* 
raben normal ju einanber finb, fo berfd^tpinbet bie ^Wormalprojection 
einer ©trede ber einen auf bie anbere. S)a|er l^at man 

cosO = 1, CO890« = 0, 
cos 180<> = — cosO = — 1, cos 270® = 0, U. f. f. 

8» ?[u^ ben angegebenen Sigenfd^aften ber Sofinu^ fließen bie 
entfpred^enben (gigenfd^aften be« ®inu^ Xufolg^ ber ^Definition 

sin« = cos (90® — a). 

3nbem man « burd^ 90® — « erfefet, finbet man 

sin (90® — «) = cos«. 

3tt)ei SBtnfel, beren ©umme 180® beträgt, l^aben biefelben ©inu«. 
3ti)ei aSinlel, bie entgegengefe^t gleid^ finb, fott)ie jtoei SBinfel, beren 
©iffercnj 180® beträgt, l^aben entgegengefefet gleid^e ©inu^. 3- ®- 

sin (180® — a) = sin«, 
sin( — «) = — sin a = sin (180® + a). 

!Denn sin (180® — «) = cos (90® — 180® + «) = cos (90® — «), 
»eil bie SBinlel — 90® + « unb 90® — « entgegengefefet gleid^ finb. 
^Dagegen ift sin(— a) = cos (90® + «) = — cos (90® — «), toeil 
bte ©umme ber ffiintel 90® + « unb 90® — « ben SSertl^ 180® l^at. 
!E)ie befonbern SBertl^e 
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BioO ^ 0, äinOO« = 1, sin 180" = 
u. f. t». «gebeii P((f a«S beii SGJett^en con c 
bie ijißut §. 3, 10. 3ur öetiußung bet Z 
Honen 

C08C« = — 8m(o( = aO") sin« 
= — C08(0 — 180») 
= sin'« — 270») 

4. SIuS ben gefuiibenen Sigenfi^üften 
fließen bie entfptec^enben ffiigenfctiaften ber 5 
genten jufclfle ber 35efinitionen 



3ttiei SBinlel, beten ^iffereng 180» bett 

genten unb Sptangenten. 3roei SBinfel, berei 

tiägf, §aben entgegengefefet gleiche langenten 

taDgC« -I- 180") = ti 

tangC-«) - feng(— « + 180' 

roell bei bem Uebctgang Den a ju o+ 180» 

ber Sofinuö bafl ^ti(S)ea roec^felt, toä^rcnb t 

ju —a pber — B+ISO" nur ber eine »on l 

I)ie befcnbern ffiert^e 

tangO = 0, tang45» = 1, 

taagl35" = — ,1, tangISO» = 0, 

taiig270» = 00, tang315" = — 

ergeben fit^ aus ben juge^Örigen aSert^en be 

31nntertung. 3ebe bei ©teic^ungen 

tang T = c giebt bem unbetannten 9QinteI : 

SaJert^e. 

3ft a eine ©urjel ber ©leid^ung cob x 
Surjet berfelben. I)ie anbern Sßurjetn finb it 
— « + jt.360» entfallen, roo für k jebe 
lonn (1). 

3ft ß eine ffiurjel ber ©(eii^ung sina; = 

unb 180« — ß -\- t.360» eine iBurjel berf 

Oft y eine ffiurjet bet ®Ieii$ung tanga^ = 

unb Y + 180» + fc.360» eine SSJurjet ber| 



I. ©oniometrie, 

:^ bie goniometrifcöen @i 
c beftimmten Süiiitet jii 

arc sin 6, arc taug c 
Kffen Sopnuö ben 3öevf^ 
■^äitnig feine« gentriiuinti 



en bie ©eiten SC, C^, . 
', h, eine roiUtüclic^ ®t 
31act toiU£iir(ii*er geftfe 
) ber poi'ttiDen äjit^tunger 
■et giflur aw(^ bem 3ei((ie 
t oevbunben:*) 

cOBpg -f- ABeoeph = 
.sinp^ + ^ßainpA ^ 
= sin^A ; sinhf : sirtfg. 

n tüx^ Ai, Bi, C, bie i 
tft -4,5, = 

5, c, 4- c-,^, 

4, 1), folfllic^ .,^. 

BcoBpA = Ü. y/r 

90", fo gc^t 
unb coB ph in . 
1) über, u.f. tD. '*' 

1 sin /jy + AB ein pA' = 

lii^en ®eraben p eininal 

: 0, BCsinsf -h ABsi 
on enti^alten, in Öetroc^t 

D. 

©etten 5C, CA, AB bei 

/, (?, A [inb unb bie 2ße 
y bejeif^neten aSJintef B 



I 



gtiiauen SiiebtucE namenllid 
i^ung unbantt man 3)tii^tu8 (firciScem. in b» (KinleitunQ). 
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be« ©reieds »on ben ©inleln 3A , hf, f^ 
sina = amgh (3), u. f. 0)., fotgltf^ 

a % b : c = wa a i äaß : 



6, %Denn man in bie gefunbenen € 
bie t^nen pto(M?ttiDna(ai at'ett^e Bin^-A, 
man bie für 4 betiebige ©etabe ein« (gbi 
(jungen 

ängh cmxf -\- sin hfnwxg + 
Bin^A 8iD:r/ -f äiikf Aaxg -\- 
aud benen bie 9ietattonen bei goniometri 
laffen. 

iSe^t man bie Sintel 

xf=*, xg = i, 
joift 

jA = (i — 1, A/ = it - I 

loeU gk ^= xh — xg (l), u. f. JD. üDem 

W », i, f ') 

flin(l — (»)coBx + sin (fi — x) cosl ■ 

sin{A — (() Binx + sin(fi — x) sinl ■ 

£iit>ibtTt man buT(!^ sinx sinl eiufi, 

!'°(*_"T_fi) _|. ™(^ ~ »*) j_ 
Binxsinl Binilsinft 

i£ben (0 ^at man für bie Sinfei x, ^, v 

sinx Bin (1 sinftsinv 

basier butc^ Slbbition 

, BinxsinA sinftsinfi siofi si 

u. f. f. Site lüicifoten tonnen on bie @l 
gefegt Bjerben. 

Snmevtung. 'Xiit obige i^unbamen 
muibe im Sttteit^um huxd} ben ^tclemüifcitx 



•) Satttot Äeom- de pos, 139 f(., 215 iint 



§. 4. fflonlamttde. 

I NO, NA, NB, . . Wabien 
ble Seinen OA, OB, AB,.. 
bun^ bie '^robucte eines "^ia' 
b« ^atben Eentriiointet ONA, 
biudt (Detgl. §. 1, 6). ©eßt 



\ONB ^ 



\BNC = ft - 
^leti^uiig 



iONC = 

1, ^CNA = 




OB. 00^ OC.OA 



■- 0, H. f. XO, 



li)H* = «,i = j3,(* = glebt (6) 

— ^ = Bin«cos(J — smosinjS, 

+ (J) = 8iii«coa|3 + coscsin^. 

J mit — ß bleibt cos(3 unceränbert, äaß roec^= 

lufc&t mon « mit 90** — «, fo finbet mon aus 



~ ft = coaocoa^ + sin. 

I = «, fo er^tt man 

ä« + Bin *« = cos = , 

It §. 2, 2 unb 

mKCOSV = 2taDgaco3^a 

- sin*« = 



1 + taogV 
l — tang^o 
1 + tang^a " 



- = cot 2«. 



( -|- sin*c 
idt^ung ergiebt fii$ 
1 -i- C082« = 2co8la, 
1 — cos 2« = 2BiiiV 
1_ -1-^082« _ 
l — aoüla 

„- Jtefe ®teic^ungen enthalten ben 3"f'""™*''^'"'9 

i«)if^n bem ©inu8 unc bem Sojiitu« eine» aBinlei«, jmifc^en ben Si= 
nus unb SofinuS oon jmei SBiiifeln unb bem ®tnud obei ScfinuS bei 
®unime unb ber SJiffetenj Don beiben SÖJiuIeüi , jiuifi^cn bem @inu9 
unb fiofinu« eineä SBinfelä unb Bern ©inus ober SofinuS beö botipeften 
ober boiben Sintelö. 3fian tann affo au« bem ©iim« eine« SSJintel« 
bie @tnu« von beliebig otelen ^inletn berei^nen. 
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!£)ie ißefationen bet goniometrifc^en üluni 
t^um atö @Ui(^ungen )iDii<$en ^eiöfe^nen bi 
foniite alfo auä bei ©e^ne eines Sentriisinfeli 
Dielen SentitiDinfeln batdfnm. (&in boju biei 
metrift^er Muöbtuct bie ©leit^uiig sin^^K = { 
CHI, 1) jufammentrifft, !omml fcticu bei Srd 
her 3iiiief(^en Ueberf.) o«. 

8. !3^ie ©leic^ungen (7) geben 

Bm(« +^) + 8m(a- ^) == 
sin(« + ß) - sinC" - ft = 
cob(« - ft + coaC« + ^J = 
C08(« ~ ß)~ C08(" + ß) = 

!Die äRuUi^ilication bon jtvei ©inufl ober 6 

bie Slbbition obec <^ubtraction von jiDei ®im 
fit^it werben. !Ciefe 'üJittffott {nfog&^aipulffs 
iRedjnen cut(^ bie @Tfinbung ber i.'ogarit^meii 
S^te ^uttipticalion ber gefunbenen @ieid 
Bin2« für 2Binacos«, . . fegt (7) 
BinH(t±ß)-8inHa~ß) = eos-''(«-pj— co, 

^UK^ 3)iDifion finbet man ebenba^ei 

sin(tt 4-_ ß) ±jmia --_ß) 
sm(o + ß) "— 8in(tt"— (3) ^ 
cos(« ^|3) - co8(« +J} ^ 
COB(« — ^) + cos(o + ?) 

(SimaS einfacher geftatten fic^ bie gefunbenr 



Wl* 








«-*(■« + *), ^-i(. 


fefet, wie 


f»l9t: 






.im + .in, = 


2.in4(i + ,) 




sin», - .inj, - 


2co.i(x + j) 




eoBj/ + cosa; = 


2cosJ(» + ,) 




cos, — cos^ = 


2. in !(«+,) 


nm^ic 


— .in^y = eosV 


— coB^a: = .ii 




sina; — wn. 


_ Ungit« - , 




sinx + siny 


tmg J(« + i 






= lang |(a, — 








cos, + max 





§. 4. Goniometrie. 
i^ungen (7) fofgt 



— tan gjä coB(tf - ß) ^ l_+_t«; 
+ tanglS' C03(a -\- ß) 1 — tai 

■tt + ttmgp _i_ ß) = '^**'^" 

tangtttaDg|3' "^"^ ^" "'' '^'^ cot(3 

J mit — ß tDtdf\eitt tangjS unb cot^ 
mon, »eil tang45'' = 1, 
1 + tangß 



- tang^ 



cot 2« -- 



(45« + ß) = 
2tangff 

— tang^«' 2cot( 

enn etn gegetenet Siiifet in tk Z1)i\ 
sina: : siny ober coas; : coa^ einen 
man taugj{3r — y} u. f. U). Sßenn 
egeben ift, fo flnbet man sin(a: — i 
twg^ gegeben ift, fo finbet man coi 
'.gtben ift, fo fiitbM man cosJ(a: — i 
:n ift, fo finbet man cos (a: — y), 1 



ufgeftellte ttigonomettif^e ®tel(i^ung g 
na(^ mit f,g,/t iufommenfältt, bi 

+ CÄcoaf0 -\- ABcoahf = 
-+■ CA + 4ßcoBj;A = 

+ CAcoegh -^ AB =0. 

fte biefer ©leid&ungen mit ßC, bie ; 
[B, fo finbet man 

i _ AB* + 2 BC. C^ cos/^ = 

meub, in iSetrad^t, bofe coa/y = — 
©treden bev (Seroben /, g finb (5, Sl 



©et^SttS «u(6. IrigonoiiiEtrie 



>jei($net oion ik Seiten iti ^reiede ^£( 


, unb bte 


flegeniiberliegenben EJinW bup 


, 2, 5) 






<■• + J! — c' 




™'' = 2«6 


:fer (äfcit^ung folgt 


.sx = — 


- (a -!)■_(- a + i 
2öS 




« + »)' - =' (" + » 4 


oo,y - 


2a6 


(') 






;-^^-'»^H. 


t man 




„_fc 


o + 6 + ,) (o - » + 



(a + ft + rK« + 6 - c) 
lon a + 6 + c = 2« fefet C§. 3, 5). 

. Senn bte WmUl beS oon ben @eiat 
t in bet angegebenen Seife bur^i a,ß,yi 

coB^gh — cos^hf — C08V3 + 2 coBj? 
cos'a — co8'|3 — eoa^j" — 2 coaii 
wn^tt + siD^jS — ein^Y — 2 Bin« 
- Bin/3 + »ioy)(~ aiaa + sin^ + emy) 

= 43in^ii Bin'^ wn*)', 

EWeifi. ^ie erfte (^(eii^ung fliegt au« 

fgeftetlten ©leti^ungen, wenn man bie @ 

Seometrifc(t finbet man biefeI5e unb bie De 

m einem Steife, beffen ©iometet eine ' 

ABC einfi^reibt, befjen ©eilen BC, CA, ^ 

■vliegen. Xianii ift aa(fy bem ^tiäfta MÜ) (6, 9nm,) 



iultc Acta Fetrop. 6, 1 p. 3. 



§. 4. ©onicmeltie. 



en S)iflinetet CD, \o ift eittweber 
DB = eoB«, cos BD A = ~ eos 



Dß = — cosn, cosjSZ>^ = cosy, / 

lem §aI6frei8 C^D ausgef^toffen ift ober \ 
3'^^ AD^-\-DBi — ^D.DBcosBDA '^ 
(10), fotglt^ in jebm gaüe 

BinV = cos*« + cob2(3 + 2 cos« coajScos^ 
^iefelben ©leic^ungen folgen auä (7), loeim man 6eac^ 
sin)- = sin(o + |3), cos)' = — cosCb + ^), meit f + lJ + r 

ajian finbet sinV 

= sin*«cosi(3 + cos*«sin*i3 + 2sma sin|3 cos« cos 
= BinV + sinV — 2 sin 2« Bin 2(3 + 28in« Bin? eof 
= sin*« -j- sin^^ + 2 simiBiii^ cos(« + ß) 
ober 

= toeV + cofl*|3 — 2cob2« cos^jS + 2sin«BiniS co 
= coe^« + cos^jS - 2cos«cob^cob(« + ß), 

Die britte ©teic^ung folgt am ei«fac(>ften aus ber ©leic^ui 

nim. §. 14, 23) 

(o + ft + c)(-a + 6 + c)(.a- b + c)(a + 6 - c) = 

loenn man bie Seiten a, b, e be8 ©reieds als ^vobucte bes S) 

2r bee umgefi^tiebenen ^eifeö mit bem ©inuö ber ben ©ettei 

üktliegenben aöintet barfteüt. 9iun ift (§. 1, 8) 

^^ ^ ■ 1 ■ i« ■ 2 
-j = 4sm*«Bm»^smV, 

fotgli^ u. f. m. 

Sinmertung. SBejeiii^net man bur^/, g, h bie ®ctabcii 
bie Sdpuitcte A, B, C bes lEreted« ABC mit 
einem oierten ^«nct D bevbinben, burc^ a, b, c y 

bie ©eiten bes ^reiedö, burt^ f, q, r bie ©treifen ^^^-^^ß^^ 
DA, DB, ÜC, fo })at man (10) 2DA.DBcos/g ^'^y^^"---^ 
= AD- + DB^ — BA'^, u. f. »., folglich ■* 

„2_L „2 _ cZ „2 + ^2 — a^ r- -i 

cos/i/ = ^^ — ip , coBjA = ;- — - — , cos/y" = ■— ; 

'■VI '■V 

!X)utc^ iSubftitution btefer Sett^e in ber @[eicl(iung 
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OO.VJ- 


co."j4 — eo,'i/+ 2C01/JI 


man 




,' + ,'- 


- '■)■ (?' + ■■■ - "■)' 


4pV 


4,V' 



tttiirfelt*) 

«V'(ö* + c^ - a^ + j^ + r5 
^. j»5=(ci + aä _ 62 + r' + ;.' 

— aJgV= — 6VV^ -- c»;)^^^ — o^i 
Sleii^ung enthält bie Stelation jmifi^en ben 
te einet Sbeiie eetbiiiben. 

I. 'Die gtä($e be6 oon ben ©eraben /, g , 
)trb buri^ bie gotmeln (§. 1, 7) 

^BC.CÄmnfg, ^CA.AB ängh, \AB 
XKX^ (5) einonb« gfeic^ finb, anc^ bem 3«^ 
f gleiche SSetfe für bie gla^e aCS gebilbetejüc 
gormel ^SCO^ siD/pr entgeflengeje^tt fl(eid( 
inb ^CS entgegetiflefegt gteiii^ finb (ÖJlonim. 
ie glQi^e eine« ajiered« ABCD ift bur* 1 
A «nb bie Summe bon jroei iilc^tfotgenben 
'C beftimmt. Unter ffleod&tung bet iRegel b 
allen gälten 

ABCD = J5C + CDA. 
net man bie glätte beö SJieredä burc^ u, fei 
11^ a,b, c, d, bie SEBinfel CBA unb Xöt 





4« = 


2aisinB + icd Sit 


t (inj 






IC = o' 


+ J! _ 


2ab CO.» ™ c> + 


«' + 


4' - c' 


- d> — arfco.« - 


man quabritt unb abbttt, finbet man 




16u= + (a' + b' — c' — ■ 


= 4M' 


+ IoW 


— Saficrf (coBttCosy 



§. 4. ®onlomttrie. 
ober 

C8 tft aber (7) 

co8(« + y) = 2 coe'JC« + j.) _ l = i _ 2 8inH{ 

foxm 

16m2 = 4{a6 + cd)* — fa^ + 6^ — c^ — d2)S — \&abcd cof 
« 4(«6_cd)i_(o2 + 6l _ ci _ dS)! _|„ leoöcdsin 
@e§t mon yir Slfilürjung (^lantm. §. 14, 29) 

4Ca6 + cd)* — («^ + ii _ ci _ rfJ) = i6o 
4(a6 — cd}' — (a» + 6^ _ c» — d^) = 16i: 
iBo6ei «s — w^s = aJrd ift, fo bleibt 

«2 „ „i _ a6rdcosH(« + r)*) = "i^ + abcd ain'^i 
J)ierau8 ettennt man, bol w ber gtö^te, «, bet Hetnfte 
welchen bie Pon ben Seiten o, 6, c, d eingefc^Ioffene Sludge 
lann. Oener roirb erreicht, wenn cos|(k + y) = (), a -|-] 
unb bo« aSicrei einem Äceife \t> eingefc^rirten ift, bog ber 
fi^ felbft nit^t fc&neibet (^lanim. §. 15, 7); bet tieinfte S 
erteilet, menn sin-J (« + y) = », n -f- y = 0, unb baß ©i 
Äreife fo eingefi^tieben ift, baß ber Perimeter fic^ feJbft fc^m 
3n bem erften gatle ift coay = — cob«, mithin 
g3 ^ ja — ci — d^ 
™^""" 2(a6 + cd) 

T)arou9 flnbet man toie oben (10) 



-(f,^b)'+(c + d)' 


(-a + i + c+d)(a- 


2a6 + 2rd 

(-« + » + «+<<)(<.- 


2rf + 2cd 

2afi + cd 
-h + c+d) (.-«){ 



wenn man a + 6 + c + rf = 2s (e§t C^Jtanim. §. 14, 2 
tit^e SBertlfe erge&eii fic& 6ei bem jroeiten gaße, in meinem cos y 

13. Die aRjtten ber Seiten BC, CA, AB beö SDn 
»erben buri^ 4,, S,, C, bejeic&net, ba« Sentrum bes flr 



•) ©trtl^ttt ©tun. at^i» 2 p. 326. «ngl. 4. p, 447, 34 p. 
3"lt*ri|t. 

*■) ®itft eigentc^aft b«B tinem Scei(t emg(|*ri(fienen SJirtedB, beff 
M (tlfift ff^neibtt , i|i Bon C'^uilUr aeluiiben tuoiben (de relatior 
p. 23). 



^, ber gemeinfc^oftlii^e "^und bev ^ii)t 

■ SBinlel be6 IiteiecfS buri^ o, ß, y, bet ' 

, B, c baxdf r, bet äbftanb bet Seiten < 

/■Q oon bem ^unct iV burd^ q C^tanim. 

AtJU = r cos tt, B^M = r waß, C 

NA = 2r coB «, NB = 2r cos^, fl 

= 2r cos |3 cosy, PN = 2r cos j- cos «, 

QP = rBm2a, OQ = rsm2(3, P 

OPQ : ABC = 2 cob« cosJJcobj- 

letoei«. Die poftfioen SRic^tungen bet ® 
t Seiten BC, CA, AB tiegen, werben fo 
ti ©tteden pofitib finb ; bie pcftticen 5Rtd 
Ä' merben fo beftimmt , baf bie SJinfel . 
1 bie pofitioen SRii^tungen ber ®eraben fc, 
\f, BM liegen, toerben fo beftimmt, bot b 
n. Dann ift C, M = AM eos ItA', W = 
= rcosy, U. f. f. Die @t1 

einerlei jßic^tung unb ift bi 
§. 12, 8). getner ift ON = 
= 180» — ß, folglid^ ON ■■ 
Seit PA = BAcosgh = 
ACeosgh = C^coso, fo 
PA.AQ : CA. AB = cos^t 
I bet Dreiede PAQ, Q.BO, OCP Bon A'' 
ABC = 1 — cos ^o — COB '(3 _ COB V = 

;eil B, C, P. Q öuf einem Steife liegen 

inb ABC a^nti*, QP : PA = BC : Aj 

OP = BCcosa = 2r8in«co8tt = 

N = prBin2ff, . ., 20PQ = pr(Biii2B 

t 2ABM = ^S.CiJ/ = ar^Binycosy = 

2^£C== r2(9in2« + 8in2l3 + 

OPQ : ABC = e : r. 

ir ba« ^tobuct ON. NC pnbet man ben 
4r^ e08o cos^ cosy ■= 1t^ 
rreinftimmung mit ^(anim. §. 14, 7, toe 
OPQ, ift (Panim. §. 12, 8). 

ienetfiat^ bnS gtrablinigt 3)Ki(cl 23 ff. 



§. 4. ©omometrie. 
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4r sin-JjSsinly. 



14^ aSenn bic ^unctc D m\> F glcid^c abftänbe d unb / r)on 
bcn ©eiten bc« !J)reic(!« ABC l^abcu, unb jtüar 2> in bcm IBreied, F 
ougctt auf bcr ©erabcn, bie bcn äßinlct BAC ^albtrt, fo ift bei ber 
altgenommenen Söejeic^nung (13) 

AD = 4r ßiir^j5 sin Jy, -4F = Ar cos J^jS cos ^y, 

rf = 4r sin^a sin \ß sin^y, / == 4r8in-Ja cos \ß cos|^y^ 

ND'^ = 2dß — 2rQ, NF^ = 2/2 — Ivq*) 

®ett>et«. 3)ie ®craben, oon meldten AD unbJ5Z) j>ofitit)e ©tre- 
ten finb, njerben burdj x unb y bejetd^net. ÜDann ift AD : AB = 

smyh:%myx (5), hx ^ ^a, hy = 180«— ift ory = ISO«— J(a+/3), 

fotglic^ 

.^ ^^sin-^j? 2r siny sin^/? 

sin|(a -f /3) ~ cos-J^y 

3)cr SKnfel FBA übertrifft ben SBinIcI I>5^ um 90«, atfo ift AFxAB 

B=s cos yh : cosyx, unb 

._, AB cos 4/3 2r sin y cos 4/5 . la t 

^F = TT — f^- = Ar — ^ = 4rcosi^cosiy. 

cos^C« 4" P) sin^y 

5«un ift d : AD =f : AF := cosh'x = 
cos (Äx — 90«) = 8in|a, folgtidf^ U. f. tu. 

3n bem Drcied iliV^Z) ^at man m6) (10) 
i\ri}2 = ^^2 _^ ^2)2 + 2iV.4 . ilZ) cos o;/. 

5«un ift 

a^/ = xh + hf +jr = ISO'^ — i(i3 — y), 

alfo erl^ält man ^ 

JVD^ = iV.12_|.^/)2_2Ar^.^2)cosi(/3--y) 
= 4r2co82«-[- 16r2sin2|j3sin'^|y — 16r2cosa sin|/Ssin^ cosy(|5— y) 

= 16r2sin2i|3sin2|y -|- 4r2co82a 
— lör^coscr sin^ ijSgin^^y — Ißr^coswsin^jS sin^ycos^j^cos Jy 
= 32r2sin2|a sin2i/3sin2.Jy — 4/ ^ cos« (sin /3 sin y — cosa) 

= 2d^ -^ 2rQ (13). 

Sbcn fo finbet man 

NF^ = NA'^ + AF^ — 2NA.AFcosi(ß — y) 
= 4r2co82a-j- Ißr^cos^^/Jcos'^-Jy — IGr^cosacos^^ cos^ycos-J^d? — y) 

= 16^2 cos 2^(3 cos 2 iy 4- 4r2cos2a 

— 16r2 cosa cos^^jS cos^^y — 16r2 cos« cos-J/S cos^y sin Iß sin^y 

= 32r2 sin2^^ cos^^^/J cos ^ J^ — 4r2 cosof(sinj3 siny — cos a) 

= 2/2 _ 2rQ. 




*) gcucrbac^J a. a. O. 51 ff. gür i^jP2 ^e^t bafctbjl but^ ein »erfeBu ber 
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19. ^ag ber ^euerbad^'fd^e jhreiS OPQ, bot 
roirb , welche bie ©etten be« ©reied« -^BC betfl^i 
f^rUbenen ^eife innen, Don ben brei anbern augi 
folgenber SRet^nung. 

5)08 Eenttum Af, be« ftreife« OPQ ip bie S 

nim. §. 12, 8), aI(o feat man C^tonim. §. 14, 18) 

Af,Z)* = JAfD' + IJVZ)* — M, 

W,J^ = i3/i^ 4- ^NF^ — ilf 

gemer Ift {^(aiiim. §. 14, 4) 

MD"^ = r^ — 2rd, jtf/^ = r^ - 
■©er SRabiu« be« Steifes OPQ ftat ben ffiett^ ^r 
ift baä Senttuni beS bem ©reied OPQ einfleff^nrie 
bie 3Qinfe( a, ß, y fpi^ finb, ober eines bie ®eite: 
berit^renben ffireifefl, njenn einer unter ben aSinI 
mithin q negatic ift. 911fo ^ai man in {ebem g 
MD'^ ge6rQui$ten gormel 

M^N^ = ir^ — rp. 
I^emnac^ ift 

M,D^ = Jr^ — rd + d^ — rif - ir^ + ; 
M,F^ = ir= + r/ -f /2 - re - ir^ + : 
5Dq 3/,Z) bie I)iffeteiii bet 9(obien ber Äreife ( 
bie ®nmnie bet 9iabien ber Steife (^,) unb(P) ij 
(Af,) Bo« bem greife (/>) innen, Don bem Äreife 
(^lanim. §. 3, 3), u. f. ro. 

Säeieicbnet man burd^ G unb H bte Sentrei 
j^eife, mei^e bie ®eiten be« :i)reiedä ABC bccaf 
t^re 9{abien, fo ^at man 

M^D = \r~d, M^F = \r-\-f, M^O=^r+ 
M,D + M,F + M,G + M,H = 2r -\' / + 
93erfl(, bie Stnmerlung ju ^lanim. §. 14, 4. 



§. 5. ©pHrifc^e Xrtgonoi 

1. ©ei bet trigonometrifijen ©e^anblunfl Di 

ren mirb gmS^nli^ bot ausgefegt, baft ber 3}abiuS 
fie [iegen, eine )2änoenein^eit ift. 'Demgemäg n^ei 
^aiiptfreifen fiir i^re genttiroinfel gefegt (§. 3, 1(1 
•) ©. ^lonim, §. 12, 8. 



§. 5. @p^äri|(^e ItigonomtttiE. 

SBen« ble Seiten AB, BC eines fp^ärifctten 23reieif8 ni 
einaiiber fte^ti, fo ift') 

eos^ßcosßC = cobCJ. 

Sero ei«, ©itrc^ Ben ^unct O ge^n btc ©eraben /, 3, . 
bie @&enen /i/ unb g'A iiüvmal ju einanber fte^n. 3ft O bie 
proiectbit beS ^uncteö H bet ©eioben A auf bie 
©erabe g, unb f bie Üiormafproiection ßon G auf 
bie ©erabe /, fo ift GH eine ^Tiotmöte ber Sbene 
OFO unb OF eine anormale ber ebene FGB CBit^ 
reom. §. 2, 3), fclgtii^ i^ bie ^fotmalproiection Ben 
B auf bie ©etobe /. 3Iai$ §. 4, 2 ^at inon 
OF=OOco»/g, OG=OH(Msgh, OF^OHcoshf, 
folglich coe/ffcosiTÄ = cosA/. SBenn nun bie Äuget, beten 
O unb bereu Mabiu« eine ßängenein^eit ift, bie pofitiben.M 
bet ®eraben/, g, h in A, B, C fc^neibet, fo ift bet ^ogeu . 
©inlet fg gtei^, u. f. to. 

2. aSenn MA, AN, NM SBogcn ber ^au^itfteife 9, h, p \ 
A ein ?o( Don p ift, fo &at mau 

smMN '. a\aNA : sin -4M' ^ mihg : siagp ; aiaph. 
Seroei«. ißeftimtnt mau juuä^ft bie jjofitiBen ©inne bei 
tteife g, h, p fo, ba^ AM = 90», AiV= 90», ; 

unb A ber tiute ^ol cou p ift, unb befi^reitt 
man bie pofitioen SBinM buri^ tinfsum geßenbe ^ 

35re^ungen , fo ift bet Sogen MN bem SBiutet --^- --''^L - 
gh g(eii$ (®teteom. §. 4, 7), srp = 90", hp = 
90«, folg«* 

smMN : siaNA : sin ^itf := 

hg'.X : - 1 
A^ : ain^p : ainpk 

•) Sie «ftai €Saije bet fp^ärifi^eK Trigonometrie pnb im 3ten »u^ 1 
ti! pon aKentloue unb tm eiflenSu^ beS «tmagefl »oii qjtoktnäue 
Siefeiben wutben für ben ©ebrau^ in bet aftronomie eon bcn araBem, 
9teu(ni im 15tm aa^r^unbett Bon fflegiomontan n. 91. iMttet auSqeb 
Ableitung ba gefammteii (p^ärifcben Svigonomettie onS einfailjen 5pnni 
Cuter unternommen , Mem. de Berlin 1753 p. 234 nnb Acta Petrop 

!>. 72. auf ein ein^ifleS ^rincip inutbe bi« fp^ärifiSt 2tigonometrie bur* 8 
J. de l'Ecole polyi;, Cah. 6 p. 27ü) iurüc(gefü6rt, beffen ab^anblung but 
rint inefentlicfee örgäniung n^nlttn ^at in ben Bfjäljfli ju ©cbimiacterS U( 
Bon eatnot'8 R^om. de pos. II p. 373. ffiie ftufieve Set^ränhing bn f 
Itiflonometrie auf Slrtierfe, beren Seiten unbäJBintel 180" nii^t überfleigei 
SERBfiiuB aufgehoben worben (Wnd^t. ©p^äiit 15 ff, Söeticftte bet Seipjigi 
fi^ft 1860 p. 51), beffeii 3>arpettuna ^ier im SBefenttii^en ro Übergegeben 



^täjiM ^näf. Xngonenieti 

- bie )!ofttiuen Sßinlet burt^ tei^Mum 
, fo «galten sin hg, siugp, sinph b( 
;§. 4, 3), aber bte äiei^aitniffe sin hg 
lert. 9l'itb ber (jofitiue ©inn »on p 
3l »Dil pift, fo me^felt ber Sogen M. 
<p,P9 änbern ftd^ um je 180"; babu 
benfalfe nicfet ceräubert. aßitb einet b 
SS. ? in bem entflegengefe^ten ©iirne 
mthg, aiagp baS ^tt^tn, B^ne bflg b 
t oerliett. 

Senn BC, CA, AB ißogen bet ^jau) 
loitnat fte^t fo ift 



aCA 



ahf, iia fg = 




iceie. 3ft A ein ^ol beö |ianptlreife( 
/-, M, N flefttmitlen metb 
§aupttreifea h, njeit /» u 
3u()let$ ift p nointal 
I)reiea CjWL (l) 

cos Cm cos ^ 



aSeit CM = CA -{- /. 

einen ober brei Ouabrant 

I in fcein etften gade beii ffiert^ — 

; aäjert^ + sio CA, alfo in iebem gaüe bet 

Sllfo ift 

sin CA Bin ^Af sin MN sin NL = — 

über in ben 3>tetecfen A«VJ, BJVt (i 
siuJJ/ : sinAfA^ = smph 
sin iVL : BinLS = sin/A ; 

nbet man burc^ ^ßuUitjIication 

sin CU sin MW sin ^^£ = sinßCsi 
ph -^ — sin hp. 9Iun ift sin MM = 

sinC^ = sinßCTA{ 

B.ni>A 

lulenb mit ber evften ber behaupteten C 
ß ift auf biefelbe 9äJeife gebilbet. 



,§. 5, ©p^ärlj^t SrigonotiKtne. 

3ufafe. 3n ben ^mwten MNC unb BNG ifl (1) 
cos 3/iV- cos MC = cos CJV = eosiVB cos ßC. 
Unter bet SurauSfeljnng, baß bie Sogen AM unb AZV je 90' 
i|t beu Sogen -WAf tem SSinlel ^A entmebet gtet^ ober eiiti 
glet^, al(o cosJ/iV = w&gh; ferner 

coBitfC = cos(C^ + AM) •= — Bin CA, 
•cosNB = cob(AN — AB) = emAB, 
bafftx ift 

— cysgh sinCA = bihAB cobBC. 

4. Sei ber ongenontmenen Sejeic^nung ^at rann 
taug AB 

_COB<,A=^-p^, 

tangßC . ,, 
— tmgffh = -^^ß- smA/, 

coBoA , . , ._ cos/j . 

cos Cd ■= cotfg eotgh, 
Seffietö. SfiaH) (3, 3u[.) ift 

Bin^B „^ sin^B cosCA . 

^ sin C4 am CA cos Aß 

SluS bell Ofeic^ungen (3) 

aini/A sin OA = ein SC sin hf 
— cosgh aia CA = smABcoaBC 
folgt burdf IiiDifion bet Seit^ ton — tangjA. 
3lud beti Gleichungen (3) 

cos -BC Bin Aß = — coBö'A sin CA 
sin AB sin hf = sin /ff sin CA 
fofgt bwrc& Ditifion bet SBett^ Bon cos SC. »uf biefelbe ' 
SBert^ ton cos AB gebilbet. 
äluä ben ®teic^ungen 

co.iiC=-=^.i.V, eos^S- = |if»si 
ain/3 siDi"' 

• folgt butd() mutiplication (l) 

coaCA = cot/ff cotffA sinM/, 
iDOrin sin *A/ = 1 ift. 

3{nmerlung. Senn BC, CA, Aß pofitiue Sogen 
heife /, g, h (inb unb bie Sffievt^e a, 6, c (foben, fo toetbe 
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©«feStrt 8u4. IrigoitoineKie. 



«, ß. Y bejei^neten ©Intel BAC, CBA, ACB be« 
ABC »on ben SBinfeln gh, hf, fg ju 180» etgänit. 
lettfle fp^ärifi^e Drei«!, teffin ©inW (3 = 90» ifi 
®^ftetn Von ©leii^ungen:*) 

cosd = cosa COBC, 



ain b' 

cos« = I^^, 
tango 

tanga 



sin/ = 



tangS 
tangc 



cos 6 =^ cot n cot y. 

5. 3ii iebem Jp^ärift^en SDteied .ißC, beffe 
AB ©cflen bet ^taupttreife /, jr, A finb, ^ot man*' 
; siaAB ^ smgh : sini 
©ewei«. 3'*^* """' *" 
btn ipauptfteiä p, mett^er voi 
roirb, fo ift in ben Xiteiecten 

""?* '-"- „;„ V*^ Bin ftp, BinA 



folgtii^ buri$ 'Üibifion 
sinyA _ singe 
ain hf ain CA ' 
tteit Bin CD =T — wnDC unb ainpA = — sinA; 




6. 3n bem fp^ärif^en S)teled ABC ii 



>aBC = 



>6CA c 



iAB - 



nCAB\ 



ffleroeie. 3n bem SJreiect BCD 1)at man (1 
cosBC = cos CD cobDB. 
aSeil DB = DA -{- AB, fo ift (§. 4, 7) 

cobBC = cosCDcoeDil cob^S — cobCO; 



•) SiiUir Mem. de Berlin 1753 p. 233. 
■') Eiefn: gunbomenf alfalj b« (p6äri(*'i' irigonDtiKtrit 
in SDltittloue Sphaerica III, 2. ®dnen gonjcii Umfans 
«Satten. SJetBl. (I). 

"•) ffiuUT Mem. de Berlin 1753 p. 242. SuB biefet &: 
btt aotiit MSri[^ Itigononittrie übfltititet J. de l'Ecole ; 



r 



§. 5. ©p^ärifi^c Srigononietne. 

lim ift 

cosCDcosDÄ = cosCA (1), 
sin^D cosOC = — eosgh ainCA (3, 3u[.), 
cobCD = coBÖC, äaJ)A = — da AD, fotglii^ u. f. Ö). 

7. 3n bem fp^tifc^en Xreiect ABC ift') 

tangC-4 sini/A 

— tangA/— Bjn^ß _|_ tangC^ coiABco&gA' 
©eweis. 3n betn "Dreied ßCO ^at man (4) 

tangDC . j sinDCBinAp 

-t«.6/Ä = -if^ö-^'"^^ = oo.DC.iniBA + AL 
3im ift 

ainDCsinAp = sinCABiugh (5), 
coBÖCsinSJ cos^D = — einAB coaCÄ (1), 
co8Z>CcobS^ eiuAD = — änCA cobAB eonffk (( 
t*ng/A = — tangA/, folfllic^ 

sin CJ. sin jrA 

— taiigA/ — ^^b-^cä~+ gin gr^ cos^S eoa. 

lOioibitt man ben 3ä^ter unb ben Kenner buti^ cos CA, fo i 
bie ju beiDcifenbe (^leic^ung. 

8. SBei geroB^nßc^cr ©ejeii^nuitg ber Elemente beS 
tixtitde ABC (4, ainm.) ^at man bemnac^ 

sina : sini : sino ^= sin« : ein^ : sinj', 
co8(i= cosftcosii -|- sinisinc cosa, 
tangS sina 



tang|3 = - 



tang£ci 

SÖejeti^net man in bem ju ^£C gehörigen $olarbreied 
gleich IKeife bie ©etten i>ax(i) a', h', c', unb bie fleflenül 
SQJinlet bntdj «', ß', y', fp ift (Stereom. §. 4, 8) 

«' -J- a = 180", (J' + Ä = 180», / + c = 11 

a' + « = 180», h- + ß^ 180», c' + y = 1! 

au« ben ißert^en uon cosa' unb tang|3' finbet man |i 

coso ^^ — cos(3 cosy + sin^ siuj' cosa, 

, taQg(3 sina 

Biny + tangpcoBj' cos« 



•) öulti 0. 0. O. p. 251, 



». 3ut ©erec^nung eine« ©inlelö au8 ber 

(8) 



iDEti^e fic^ loie folgt geflalten lägt 91ac^ §.4, 7 
, cos(6 — c) — 



1 +c 





Binf 




>e 


«in (5 


-6) 8i. 


if« 


— 




sin 6 Sil 


IC 




sin 


»sinC« — 


- a' 


) 




Bin £ sine 




' 


?!^*. 


— &) 8m(« 


.^ 



sin K sin (s — a) 

Wenn mo« a -f J + c = 2« fefet. aSergl. §. 4, 

©efet mon fetner o + j3 -|- y = 2ö unb in 

larbreied a' + 6' + c' = 2»', fo ift 2s' + 2a 

s' 4- = 270", s' — fl' + ff — « 

3)etttiio(^ finbet man oufl ben aSJert^en Bon siu^l o 

21 — '^^(<' — /*) COS ( ff — 

^ sin^ fliny 

Set einem gemeinen fp^änfc^en 'X>xeKd liegt a jn>i 
(©terecm. §. 4, 10), olfo ift — cobö pofitiB. 

■©ie gormein für tangHa unb cot^^a eignen 
numeiifci^en S3erec^nung eined SinfeU au0 ben < 
©eile au« ben 3 Sffiinteln. 

10. SfSenu in bem fp^ärifi^en ©teied AßC 
ffliiiiM ie 180" nidjt übetfteigeu, fc ift") 

-) iSuIer 0, 0. O. 
**) Jüefe ©teii^unaoi ^^eifim bie ®au6'fc6en ®Iei*i 
in bit ptactifc^e SriaDnointttie einücfü^tt t>on ®au6 theoi 
jeitig fiiit bie|elbcn iSleit^migm aui^ Bon ®e(ambi( Oon 
p. 445 unb Bon aJiollreeibt (O. >tQ(^ nioiiall. Sorrelp, 19 
initg«()«ilt Worten. aJetftt. g. a, 7. (Sonftructio ^at ciefelbi 
btie SipMiir U4 ff. abgeleitet, einfacbev in ttx biet mitattSi 
nm atc^i» 27 p. 38. 



§. 3. Sp^äriftfee Irigonmiitttie. 

smä(B+ ^)co8jc = co84(o - Ä)co4,', 

Seloei«. 3ub£m man 8in4(a — ß) na* §• 4, 7 au 
entroidetten SJert^en »on sin^o, ein^jS, coa^amib cob| 
fefet, flnbet man imd) Manatt iRebwctioneii für ein beut 
ft^e« !Dreied 

sinU« - ^) = '■^^^-VoobH)'. 

3n bem gemeinen fp^rifi^en Iiveied ift einJC« — |3) ( 

tt > ft olfo gilt ble pofitiße ^urjet. U. [. rc. 

SBoUftänbige ffleftimmt^eit erreicht man butc^ bie fo 
lunf).*} ^ad) (8) ^at man 



sin a sin c ^ 


sin o Bin y. 




sinjS sine = 


sin 6 sin)', 




bemnac^ oeibunben 






I. (sin« — amß)6mc = 


(8ina-s:ni)Bi 


ly- 


II. (sin« + sin/S) sine = 


(sina + fiin^)Biny. 


ijcrnet geben bie in (8) enthaltenen ©leic^ungen 




sinftBinccoB« = c 


oaa — coeb cobc 




sinasinfr coBy ^ c 


ose — coB«cos6 




»erbunben 






sin&sinrcoBu + BinaBinAcoB 


cosy = cosa — 


COI 


ober einfacider 






sinccoBff -\- sin «cos 


bcogy = cosa sin i. 


Sße«anf(^t man gegenfeittg a mit 6, 


tt mit ft fo er^äft 


mc 


Binc cosjS + Biii£ cos 


.cosy = coB6Bir 


"f 


unb bUT<$ äibbition 






III. CeoB« + coB^)Bin.= 


sinC« + 6).Cl - 


~ c 


asie jtigeorbnete (äteic^ung 






IV. BinC«+ ^.(1 +COB 


c) = (cosa + CO 


Bi) 



*) «uB ben ©lei^ungen I-UI ^atte eea'ubte Iiigoii. 83 
@aug'Fi$en ©tei^ungen untetgeoibnetni Slefer'ft^n Unalcoicri a6$el 
nu^iuta bei @Tci(bunaen I— iV ift van &au% in fetneti ^otlefiingi 
bnt, nie Sittfltin @terei>m. 213 angiebt 
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©(c^ette Su(^. Zrigonometne. 



fann s^ne SSetteree aue ber Sehradjtuiig US $ 
koerben. 

^enn man in ben ®{ei(^uitgen I — IV nadt 
Sintct unb leiten einfühlt, unb menn man babei 

C084(a — |3)sin-äc = m, coBj{a — 6] 
BmJ(a + ß) coB^c = r, ainf^(a -f- *] 
C08j(a + ß'jWB^c = », C08j(<l 4- 6 

gebraucht, fo finbet man 



rs = fiif. 
%aS ben btiben (e|ten ®tei(^ungen folgl mit 3{üä{ 



ülfo ^ät man 

1) « = ff, unb baju ; = l, m = p, r = f 

2) * ^ — a unb baju i = — 1, m = — 
tbaö ju beroeifen »ar. 

Jf ©ie ^albe SDiffetenj öon j 

unb ton ben gegeuübeiUegenb 
beö aireietfö ABO wirb but(^ 
erhalten. T)tx ^aupttreis, Uelc 
^albirt, [i^ncibet CA in E fo, 1 
DE ben Stöinlel ^Efi ^otbirt. 3 
» ^albireiibE ^auplheia ft^neibet 
F fo, tal ^ baa gentium bei 
eingefc^tiebciien Steifes ift. @inb nun FO , FB, 
CB, BE, \o ^at mau 

CG -{- i:j + BM = ^ iCE + EB ■ 
EJ + BH = EB, 
C6 = { (BC — CA). 

äufllei* ift bet SÖinfel FCG = 90" — ^ACB, 

FBD = {{UAC — CBA) + VBA = JCi 

OFC + HFB + JFE = 180", HFB + , 

fotfllic^ OFC = DFB, wenn ^ö jwei Quabran 

3n beu Kt^iioinleligeu J)teieiieu öro unb DFB I 







1 



§. 5. ©^l^ärif^e 2:ngonometric. 32 i 

. ^-^ Bin CG ^^ cobOFC 

sin GFC == - — =7^, cos CG = - — ^7^ , 

smDFB == . p- ^ cos DB = ^-^„ ^ , 
Bin BF' BinFBD' 

sinC G^ _ sin FC _ sini^^C cos Co _ Bin F B D 

sin DB ~ BinBF ~ BinBCF ^ ^' cosD^ ~ BinFCG' 

^tcrin finb bic crftc unb btittc bcr ju bemeifenbcn ©Icid^ungen enthalten. 
3ft ^1 bcr (^cgcitpunct bon ^; fo gelten in S3ejug auf baö Sieben^ 
breied AB^C bic ©Icid^ungcn 

sm^(a' — ß) sin^c' = sin^(a' — b) cos^^y' 
sin^(a' + ß) cos^c' = cos^(a' — b) cos^^y'. 

3flun ift a' + a = 1800, y' 4- y = 180^ a' + a = 180^ c' + c 
= 180«, folglich 

sin^(«' — ß) = cos|(a + ß\ sin *(«' + ß) = cos^(« — ß), 

sin-^(a' — b) = cos|(a + b), cos^(a' — 5) = sin^(a -|- b), 

sin^c' = cos^c, cos^c' = sin^c, cos^^y' = sin^y. 

!Durcl> bicfc ©ubftitutionen ergeben fic^ bie bierte unb itoettc ber ju be=* 
toeifenbcn ©teid^nngen* 

Slnmerlung. SBcnn jtoci ©etten unb bcr eingefd^toffcne äBinlet 
i* ©. a, b, y gegeben, finb, fo beregnet man am einfad^ften juerft bie 
SBertl^e Don sin^(a — /3)sin|c unb coffJ(a — j3)sin^c, bann burd^ 
!J)ir)ifion bcn SBert^ t)on tang^(a — /S); ferner bie SSJerti&c »)on. sin^(« 
+ ß) cos^c unb cos J(a + ß) coB^c, uub an^ biefen ben SBert^ öou 
tang|(a + j3). 2lu« ^(a — /S) unb ^(a + ^) finbct man a unb |S; 
burdj 8in^(a — ß) ober cos^(a — ß) unb burd^i sin^(a + ß) ober 
cos^« 4- ^) ergiebt fid^ cnblic^ jiebeemal auf bo^)j)ettc 5lrt ber SBert^ 
bon I c. 

©anj analog red^net man, toenn eine ©eite unb bie beiben antie^ 
genben SBinlel gegeben finb. Sßenn aber jtoei ©eifen unb berSSJinfet, 
toeld^er einer berfelben gegenüberliegt, j* 89. a, b, a gegeben finb; fo be* • 
red^net man juerft ben äßinlel ß (5), bann mit ,g)ütfe ber obigen ®tei^ 
dj^ungen tang^y unb tangjc. !j)a^ analoge SSerfal^ren fü^rt jum ^itU, 
toenn jmei SBinfel unb bie Seite gegeben finb, bic bem einen berfelben 
gegenüberliegt. 

!Die auö bcn &a\x^'\ö)zn ©Icic^ungen fotgenben SBcrtl^e »on 

tang|(a — ß), tang|(a + ß), tang^(a. — b), tang^(a + b) 

finb feit längerer ^dt im ©ebrau^. Sie tourben bon 9tej3er, bem 
ßrfinber ber natürlichen Sogaritbmen, angegeben (Mirifici logarithmorum 

Saliner n. 3. »uß. 21 
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322 ©erstes Sßuä). ZiisononKtrit. 

canonis descriptio 16H- IT, 6) unb in ^Toportti 
inefiie bie 91e))er'fi$en Analogien feigen. 

. iöeftitntnt man bie porttioen @inne ber ^ 
teied« fc, baß jebe ^ö^ie mit bet ©ette, 
nett Stnlel Don 90" bilbet, fo finb bie ^ 
:ite mit bem @titud bei jugetfi^trigen Jg)i}^e o 
I d bejeii^itet toirb, unb bie ^vobucte befl S 
t @tnue ber juge^i^ci^eit |tü^e ttnb Don l 
bejeic^tiet wirb.*) £enn nun ^at (5) 

giu DC sin hp ^ sin CA sin gh = si& fii 
hp = 1, foißlii^ bei geroö^ntic^ec ©ejeii^nti 



DC= Bin J sin c Bin n = sine 


mna 


sind = B 


DC = Bin^ Biny sina = siny 


Bln»Blni = s 


raite flnbet man fofctt 






sinaBiniainc sina b 


nS 


_ ^^^ _ 


d .in« B 


~ sinr " 


.ino.in^.iu)' Bin« b 




sta, _ 


B Bind » 


""s^- 


^ sin a sin j sine' 


< = 


Bin«sin^ 


folge bet aSert^ 






<j == shi^ Sil 


CS 


n«, 


COB« — eos6 cose = 




sine cos« 


i* 






d' = sin '6 sin 'c — (co 


a 


- oosi to 


= 1 — eos^d — cofl 


>S- 


-».>e4 


d' — 4sin»sincsin'4«""» 


sin 


ecoBXi 


ip — 4sin..in(s — i.)B. 


n(. 


- i).l«( 


rnt d' biefelbe ©eteutung föt 
18 Dttlat -iBC, fo Ifl (8) 


bae 


¥otatb»ii 


ä' — sinysini'sino' — 


sin 


ß«„rM. 


^at man aaCf) 







ergl. EejtU Acta Petrop. 1782, 1 p. 71. ®ubtt 

eirgt Eogtange J. de VEcoIe polyt Cah. 6 p. 272 
utnat Cah. 14 p. 190, ©ubttmann nUtcre ®p^ 
ttt Sulei Not. Comm. Petrop. 4 p. 158 gegeben 
n in ttx ic;<n'f(^en ab^anblung. 
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§. 5. ©p^riff^t Xrigonmnttne 

4' ^ 1 — coB ^ — coB ^^ — cos ^ — 2 cos« COfl 
= — 4coBff cos(ff — «) eoH(ff — ß) cos(tf -^ 

U, 3Qenn man burc(r r unb ^ bie einen Quabrantei 

fleigenben ((^^rifc^en SKabien ber jh'eife bejett^net, loeli^e e 

f^en tktkd, beffen «Seiten a, b, c unb beffen Sffiinlel a, \ 

nic^it üterfteigen, bet eine nmflefc&tieben, fcer anbete eingefi 

fo ^at man*) 

d . ö 

cotr =: ■ ■ . , r Ti"^ — i" f tanffp = - _.— _ 

4Bin^a sui^o Bin^c ' 4cos^iircos^ 

bei bet in (11) angenommenen iSejeic^nung. 

©emei«. SBejeici^net man ben ©egenpunct Don C bi 
fpl^tfc^e Gentium beß Reifes AZfO, butc^i 0, bie WiM. 
CiB, BA, CA, BG bUK^ P, Ü, R, D, E, fo finb DP 
unb QJE QuQbianten* PO, ao, SO notmal ju ^C,, 
C,B, BA, fotglici&D unb £^ote uon PO unb OQ, alfo 
DE polare »on 0. 3|'t flO eine ^ö^e beö SDreiecte 
CDE, »itb DE Bon 04 unb OB in P unb G gej^uit» 
teu, fo finb bie ret^ttioinleliflen Ilteiede ö^C unbiJP-l, 
. SHC unb EOB gleite unb ä^nlit^, D unb E bie aJHt. 
ten oon FH unb fi'G, folglii^ 

flO = 4P = 90" — OA, 
DE = \FG =. ^FOO = 40ü. 
9Iun ift in ben S)ieieden CDE unb ORA 
flinDE sinfl^O = ein ECain CD bihDCE (U), 
umAOB sin 04 = ain RA (4, Stnm.). 
»egeit^net mon bie Seiten C,B, 54,' 40, burc^ a, c, 6 
unb ben ©intet DOE =s BC,A bntti& ^, fo et^ült man b 
Bin40Ji cosr == cob ^a eoa^b Biay, 
^aAOB sinr = sin Je, 

folgli« 



sin^c 4 sin Ja Biu,J6 sin; 

inbem man 4 sin Ja cos Ja sin J6 cosji sin y burc(> d etfe(jt. 
(Si>en fo ^at man in bem juge^ütigen $o(atbteiecE 



if^a' sinjft'sinjc' ' 



') SejeU ü, 0. O. p. 72 ff. Sergl. ®ubttniann 131 imb 131 
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ßtäf^it^ ^u(Sf. 3:rlgottometrle/ 



5Wun tft r' ba« 6onip(enicnt t)on q (©tcrcom. §. 4 , 12), d* = S, 

sin^a' = coB^tt, u. f. tu. (11), fotglid^ 

ö 

tan^p = z r-5 r- . 

4cos4« cos^p cos^y . . 

gär bie {Rabten bcr ftrcifc , meldte bcn Stcbcnbtcicdcn umgcfc^ric* 
ben unb eingefc^^ricbcn finb, finbet man äi^nlic^c ®(cic^ungcn, inbcm man 
ben 3"föntmcn^ang bcr ©citcn unb S33in!c( ber ^Rebcnbrcicdc mit bcn 
(Seiten unb SBintcIn bc« ©rcied« bcac^^tet. !Darau« folgen bann btc 
©cjiei^unaen unter ben 9iabicn bicfcr Ärcife. 

13* -ÜDte Functionen öon2<j = a + /J+y l^abcn fccfonbcre 
Bearbeitung erfahren, loeit burc^ biefe ®umme bie ^iad^t bed \P^&* 
rif^cn ÜDreied« beftimmt ift, beffen SBinfel a, ß, y fmb (©tcreom. 
§. 4, 5). S3ei ber angenommenen ©ejeid^nung ergiebt fid^ junäd^ft*) 

— cosa = — — r- = 4Ätangr. 

4 cos^a cos^o cos^c ^ 

SBctoci«. Scjeid&nct man in bem SDreied ABC ber bortgen gi^ 
gur bie Seiten unb ffiinlet hnxäf a, h, c, a, ß, y, fo ift 

20ÄB + 20ßC, + 20C^A ^ 180« — « + 180» — /? + y,. 

20BC^ + lOC^A = 2y, 
O^B = 180® — <J. 

5«un ift in bem ÜDrciccf OAR (4, Slnm.) 

^ . jj tang AR 
cos OAR = — —-pr-: . 
tang OA 

9iimmt man l^inju (12) 

^j sin BC^ sin C^ A simSg, i i ^ 



fo erl^ält man 



4 sin^^C, sin|Cj-4sin-4jR 4cos^a tos^b sin^c' 



— cosö = 



3laä) (11) ift 



4 cos^a cos -^6 cos^c 



— cosö cotr = 



2 sin a sin 6 sine ^ 



14* Semerfcn^ioertl^e 8lu«brü(fc ergeben fid^ für sintf, — cottf 
unb — tang<y, nömlic^^**) 



*) Sejperr a. a. O. p. 6S. 

♦♦) 2)ic crjie ©tcid^ung ^ängt mit bcr legten jufammett, bie öon Saatangc a. 
a. O. p. 278 unb Segcnbre Geom Note 10 gegeben toorbcn ijl. 2)te anbern 
rül^ren t>on @ulcr l^er (Acta Petrop. 1778, II p. 31. Nova Acta 10 p. 47). 



§. 5. <Bf^-A\ä}t Irigonorntttle. 



cosjacosjft + sin ia Bin j a CO 


r 


^"'" . COM. 

1 + cosa + cos 6 + cosc 




eo«'i« + coi'jJ + CO.'« — 1 




2 00.^« «0.54=0.4« 

■"■" - 1 + c... + «0.6 + «0.« 
tans« eotiacotiS + co., 





■ SeWeiS. 3n ben Dreieden OAR iinb CD£ ift 

cosAS aiaOAB = eosROA (4, anm.)- 

C0SÄ04 = cobPE = cos£Ccos(7I» + sin EC sin CD et 

bo^er burc^ ffitnfü^tung bec belannten SBert^e (13) 

cos4o!cob4& + siii4asinj& cosv 
sinö = — « ^ J.-___'i i L. 

:DeT 3^^!^ ^M^^ Scuc^s mit 4cosja coa^b mulüpüdxt ti 
4cos^^acoB'^£ + sin a sin 6 cus }> 
^ ^ (1 -{- tosa)(l + coBÖ) 4- cosc — cosa coa 
= 1 + cosa + cob6 + coBC 
= 1 -H coBO + 1 + cosd -f 1 + cosc — 2 
= 2cos^4a + 2cos^i6 + Zcos^^c — 2. 
X)nt($ biefe Studbrüde er^ätt man fofort ben sivetten unb 
Sert^ Don eins. 

SDer jueite äluäbiucf bon sino tann aaiü) aud bent 
— cobo (13) obfleteilet metben. IDenn eö ift 

. , , , (4 cosAa cosi6 cosÄc)^ — 

Bin 'ff = 1 — cos 'ff = !^ r-^ — -~ ^ 1 ■ I -.^ 

(4eos^ocoB4o coB^t')^ 

(4coBiacoBi6cos4e)' = 2(1 + cos(i)(1 + cosi)(l ■ 

d* = 1 — cos^a — cos ^6 — cosV + 2eoBaeosi 

folßlif^ f)at ber 3ä^lec ben ^txtt) (1 + cobo + eos6 

U. f. ro. 

!Cer bittte StuSbiud con sin e tann aud^ biiect entnttd 
inbent man'ii^v 99ete(!^nung bon cobüO.^ ba9 Bon ben @el^ 
ber ©ogen BC, , CiA, AB gebitbete plane S)reied öenufet.* 
net man bie ^ormalprojectiou be« Sentrnm« auf bie @ 
burclj 0', fo ift ber SßJtnfet BO'A ein 'Kovmarftjinitt beS glÜ 



■) fflnbermann 152. SBngl. St^iiTj ©p^arit !I, 79. 



®e(^St(e S&uä). 3:nai>nDinctne. 

ble ebenen bet 5>auptheife OB unb C 
trilvintel BOA boppelt fo grog als bet vo 
Ete ^ctip^eiieiDiittet, fol^li^ ift bet it%ta 
911(0 $at man (§. 4, 10) 

/a + ff! — A* 

än^BC^ = Zcosja, 

H Bin AB = coB ROA == 

2 cosj 

i ferner ben SQJert^ öon — cot» ju flnben, 
:i:^ ben jiDetten Suebrud bon siov. 
dliti^ ben Sert^ Bon — taDg o et^lt nii 
usbrud Don sina bur^ 

sinasinfc Biny sinJ 



= 2i 


2/J 
iiii}C,yl = ! 



— cosa = - 



.«4« 



imerfung. 91u8 bem ©ert^ won — t 
n einem fp^ärif(^en ^reted ein Sintel ur 
nten (ober ber Tangenten) ber ^otben "Seil 
fliegen, uneeränbert bleiben, \o bleibt bie 
9BtnIe(, ai\o au^ bie Stäche bed ^xtitdi 
einem fp^ärifdjen "Dteiecf eine ®eiie unb 1 
ler falben SffiinW, bie an ber Seite liegen, 
: ber Perimeter beS Dteietf« unBeränbert. 

. Slufl ben gefunbenen gunctionen Don e a 

-I- c = 2s gefegt roirb,') 

ö — 90") = tang^«tang4(s — a)tangj( 

meid. B^MSE bed britten äluSbrudd »ot 

^fer biefeß Srud^ö ^flt naO) (11) ben S5Je 
4 si;i 4 « sin J (i — a) Bia^{s — 6) ain 
ift (13) 

- cos« == ^^ 

2 coB^acos^icos^i 

'©uitiet na* StBtnbrt'B anittbeiUing (Geom. M 
fonbret Satt bet ^ermtl, B>e% Eejtit a. a. O. 
tl eine« btm ftreife cingef^tiebtnen [fi^STifi^ i8i 



§. 5. ®))]^ftrif^ 2:ngonoitt(trie. 
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folgttci^ 

— cosa 
Diun ift 



y^|sin«8in(s — a)sm(s — b)sia(s — c)^ 



1 _ sinö = 1 — cos(a — 90«) = 2 sin^^Cö — 90»), 
_ cosö = sm(<F — 90^) = 2 sin|((y — 9q<>) co8^(a — 90»), 



sin 2^« 



sm 



== ^tang^s, u. f. to. 



sin« 2 sin ^5 cos^<s 

!Burd^ bicfe ©ubftttutlon finbct man bcn obigen SBertl^ bon 

tang 24(<y — 90«). 

Slnmcrlung. 35cn cntmicfeften gormetn ftel^n bicicnigcn jur 
©eite, burd^ toetd^c man bcn Perimeter eine« f^jl^ärifd^en Dreied« anö 
ben 3 .SBtftfetn ober au« einer ©eite unb ben beiben anlicgenben 2Bin* 
!eln Bcred^net. Slel^nlic^e gormein girtt e« aber aud^ für a — a, a—ß, 
(s — Y einerfeit«, unb f ilr 5 — a, s — b, s — c anbrerfeit«. ©. 8 e ^ 
jelt a. a. O., ©d&ulj II, 34 ff., ©ubermann 132 ff. 

16» SBenn tnxäf einen gegebenen ^unct S ber Äuget $)aupt!reife 
gcjogcn werben, bic einen gegebenen Srei« ber Äuget in Ä unb Ä\ B 
unb B\ . . fc^neiben, fo finb bie ^robucte 

tang I A4 tang IaS^', tang |aS^5 tang ^ /SB', . . 

bon bcrfelben ©röße, wetd^e bie fpl&ärifd^c ^otcnj be« ^uncte« 
S in Sejug auf ben Srei« ^^eigt. Süenn auf einem ^auptlrei« s 
?uncte tiegen, au« benen an einen gegebenen Ärei« ber Äuget bie \p^^ 
rifc^eu S^angenten a unb a', b unb b% . . gel^n, fo finb bie Quotienten 

tang ^5« tang^5& 
tangjsa" tang ^ «6" 

bon bcrfetben (Srßge/) 

Setoei«. ^k^t man au« bem Sentrum M 
ben ^au|)tlrei« MN normat ju SA , f ift in ben 
Dreicden SMN unb AMN (1) 

cos SM C08 AM 



cos MN = 



cos SN cos AN ' 




!Da]^er l^at man 

cos AN 



cos AM 



cos SN ' cos SM ' 

cosiliV — aosSN cos^Af — cos SM 

cobAN + cos SN cos AM + cos SM 




. *) Scjctl a. a.'0. p.-65. ©tctner (£rettc 3. 2 p. 59. ©d^ulj II, 54. 
3)eii ättgeorbneten @aft l^at ©ub^tmann nieb. ©^^l^Stif 296 l^injugefügt. 
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©ed^öte« Sitd^. Xftgonottictric. 



Sftnn ift J3N + AN = SA', SN — AN = SA, folglid^ (§. 4, 8) 
iSiii^\SAim^^SA* = tang4(ÄM — ^M).taiig|(Ä3f + AMT) 

unüeränbcrtid^ für jeben beliebigen burd^ S gel^enben ^au})tfrei^, bcr 
ben gegebenen ^ei« in A unb A* fd^neibet. 

Der ^}x\a% mirb unmittelbar toie folgt bemiefen. Dur* bcn ^unct 
D be« ^au))tlreife« s. gel^n ble f|)]^ärifd^en S^angenten DE unb DF bc^ 
^eife^ (O). 3ie]^t man OP normal ju s, fo ift in bcn ©reiecfcn ODE 
unb* ODP (4) 

sm-EO sin PO 



sin OD = 



smEDO Bin PDO' 



!Da]^er l^at man 



Bin PDO Bin PO 



.. sinEDO ' 
sin PDO — sin EDO 



sinEO' 
Bin PO — BinEO 



Bin PDO + sin EDO "^ sin PO + sinEO" 

5«un ift PDO — EDO = sa, PDO + EDO = sa', folglid^ 

tang 4 sa _ t angj(PO — EO) 
tangjsa' ~ tang | (PO — EO) 

unberänberlid^ für jeben beliebigen ^unct be« $au|)t!reife« 5, an^ bem 
bie fpl^ärifd^en Tangenten a unb «' an ben gegebenen Ärei« gejogen 
werben. 

Slnmerfung. Sluf bem angejeigten SBege flnbet man, ba§ 
cos AU : cosBU r== cos^F : cos -BF ift, menn UV .ju AB normal 
fte^t., unb umgefel^rt; bag bic ^uncte ber tugef, meldte in Sejug auf 
jmei greife berfetben gtetd^e ^otenjen l^aben, auf einem §au|)tfreife 
(iegen, u. f. m. SSergl. ^fanim. §. 14, 2 ff. ©tereom. §. 5, 19. ®u-* 
b e r m a n n nieb. ©^jl^ärif 308 ff. 

Um ba^ gleid^fd^enfeüge ÜDreled ju conftruircn, 
ba^ mit bem f^j^ärifd^en Dreied ABC ben ffiinlel 
• A unb bie gläd^e gemein l^at, mad^e man AD = AB 
auf AC, ikf)t burd^ C unb D einen beliebigen Ärciö, 
an benfelben bie f})^ärifd^e Tangente AE, unb mad^e 
^p= ^0^ = AE auf AB unb AC. J)ann l^at man 

tangi^Ptang^^Ö^ = tang^^^lE = tang^^Z) tang^^C 

= tang|ABtang|-4C 

2l(fö ift bie gtäc^c AFG == ABC (14, anm.). ' 

17» SBenn bei bem fpl^ärifd&en Dreied ABC bie äßitte ber ©eite 
CA burd& P bejcic^net loirb, fo ift 

cos ^5 -f cosJ5C = 2 cos^Ck cosPP. 




.H-i_.^.. 



§. 5. @^]§5rlfd^e ^rigonomctfic. 
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Unb tocnn bei ben $au}>tlrctfcn a, b, c bcr SBinfel ca •burd^ bcn ^aapu 
hcie f ffalbrxt toirb, fo tft 

cos ah + cos hc = 2 cos ^ca cosfh. *) 

®ett)ei^. Bicl^t man bcn ^auptlrei« BN normal ju d, fo ift 
in bcn red^toinfcligcn ÜDreieden ABN unb BCN 

cos ^-B = cüs BN coa NA, cos -BC = cos CN cos BN, 
cos -4J5 4- cos BC = cos -BiV(cos CN + cosiV:^). 
5Run ift cosCiV+ cosiV^ = 2 cob CF coa FN (§. 4, 8), cos FN cos BN 
= cosFiVr (1), folfllid^ 

cos^B + C09.5C = 2 cosCF cosFÄ 

Um ben jußeorbneten @afe bircct aBjnIctten, jiel&c man burd& ben 
gcmetnfd^aftttd^en $unct B bet ^anptfireifc c unb a ben ^auptlrei« n/ 
bcr ben $au^)tfrei« b normat in iV fd^neibet. Unter bcr aSorauöfetsung 
sinJ» = 1 ift (4) . • 

cos ab = cos BN sin an, cos bc = cos -BiV^ sin cn 
cos aft + cosftc = cos 5iV(sin an + ßin cn). 

9?un ift sin an + sin cn = 2 sin f n coa cf, unb cos J5iV sin/n = cos fb, 

folglich u. f. ti). 

- Slntocnbung. ffienn man in bem fpl^örifdficn aSicrcd ABCD bie 
SRitten bcr gegenüberüegenbcn ©ogen BC unb DA, CA unb DB, AB 
unb DC burd^ E unb E,, F unb F^, -Ö unb G^ bejcic^fnct, fo ift 

cos^B 4- cosBC = 2cos|C^ cosFJ5, 
cos CD + cosD^ = 2 cos^Cil cos FZ). 

9?un ift cos FB + cosFD== 2 cos ^2)5 cos /^Fj, folglich**) 

cos^Ä + cosJBC + cos CD + cosDA, = 4oos^ CA cosA DB cosFF^, 

eben fo ift in ben aSiercden BCAD unb CABD 

cos B C -{- cos CA -{- cos AD -}- cos DB = 4cos|-4^cos^Z>Ccosöö^i, 
cosCLl -^ cos AB -^ cos BD -{■ cosDC = 4cos^BCcos^Z>^co8 EE^. 

Unb tDcnn bei bcn Jpau^)tfreifcn a, b, c, d bie SBinlel ca unb db hnxäf 
bie §aupt!treife / unb /i l^atbirt toerbcn, fo finbet man auf gteid^e SBeife 

cos ab -\- cos bc + cos cd + cos da = 4 cos ^^ca cos^tjb cos^j^ 
U. f. tt)* 

18, Stad^ bcr ^^potl^cfe bcr gemeinen Oeometrie fäüt bie Äuget 
mit einer fie bcrül^renben gbene, eine fpl^ärifd^e gigur mit il^rer 5Wor* 



*) ©ubcrmann nieb. ©^IJärif 400. 8crgl. «ßlanim. §. 14/ 18. 
**) atdttct (Krctte 3. 2 p. 292. ©ubcrmonn a. a. D. ^lanim. §. 14, 20. 
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&t6f9M ^xt6), 2:ngo'nometne. 



;y^ 



'■li-" 
'i't''- 



•iW».» 



h 



f 



«..V^ 






maI))roiection auf tiefe 66ene gufammen, (Denn ber Stabiud bed Serfil^ 
rung6))unctd unenbtid^ grog mirb. 'Denn bie 9tabien, tx>tl6ft ba« un^ 
enbüd^ ferne Zentrum gemein ^aben^ werben paxaM unb jmar normal 
iu ber Sbene^ mit metd^er bie fiuge( iufammenfäQt. !Die ^ogen ^m 
^aupttreifen faöen mit i^ren ©e^n^n unb mit il^ren 3iormaI))roiectic* 
nen auf bie (Sbene jufammen. 

SBenn eine fpl^ärifd^e f^igur auf einer ftuget in Setrad^t lommt, 
bereu 9tabin9 r Sinl^eiten l^at, fo ^roiicire man bie f$igur au^ bem 
(Zentrum auf bie concentrifd^e ^ugel, bereu 9tabiu9 eine (£inl^eit ift. 
§aben bie ©ogen Don ^auptfreifen ber gigur a, h, c, . , ßinl^citen, fo 

betragen bie entf|)red^enben Sogen ber ^l^nlidj^en Äfilf^figur — , —, — , . . 

T T T 

m 

ßinl^eitcn. ÜDiefe ©ogen ber §ülf«figur lönnen für bie Sentyitt)iufel 
gefegt toerben, toetd^c ju ben entfpred^enben ®ogen ber gegebenen fp^S^ 
rifd^en«gigur gel^ören (1). 3e größer nun r toirb, befto me^r Derfc^win^ 

ben bie Sogen —,—,—,.., befto genauer eneid^en sin— unb 



tang - ben SBertl^ - (§. 3, 10); bagegen faßt cos— mit 1 — ^-2 
jufammen, meil (§. 4, 7) 

cos— ^= 1 — 2sm^^ , 

unb sin 2 — bem SBertl^ ^^ fid^i unenbfidS^ näl^ert. 



2r 



4r' 



Durd^ bie angegebene (Subftitution fann au« ieber für bie Elemente 
einer fp^ärifd&en gigur gllteubem trigonometrifd^en ®(eid^ung bie ®tet^ 
d&uug abgeleitet merben, »eld^e ffir bie entfpred^enben Slemetite ber 
^lanfigur gilt, mit ber bie fjjprifd^e gigur bei uuenbtic^ n>ad^fenbcra 
»tabiud ber Suget - jufammenföüt. *) 3. S. ffienn bie SBintel eine« 
fpl^ärifd^en Dreied« burd^ a, ß, y bejeid^net toerben, unb bie gegenüber^ 
liegenben Seiten a, b, c Sängeneinl^eiten l^aben, mäl^renb ber Slabiu« ber 
finget r gängeneinl^eiten beträgt, fo ift (8) 



. b . c 

sm— sin-r cos« 
r r 



a b e 

cos cos — cos — 

r . r r 



»ei toa.d^fenbem r bel^ält man öon biefer ©teid^ung burd^ bte obige 
©ubftitüfion ^ ^ 



p. 39 



*) Sagtange a. 0. O. p. 291. «ergt (guter Acta Petrop. 1778, II 
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hc 



cos 



_ 62 + c^ — a^ _ h^ 
~ 2r2 4r*' 

25c cos« = 52 -j- c2 — a2 — ^^2 9 

alfo für ba^ ^lanc iDreicd, toenrt r = oo, 26c cosa = 52 _j_ c2 __ ^2 
in Uebcrcinftimmung mit §. 4, 10. Slu« bcr fpl^ärifd^en ©Icic^ung (8) 

cosof 4" cosjScosy — sin /3 sin y cos — = 

finbet mau burd^ baffcfte SSerfal^ren für ba« |)Iane ©reicrf bte ®tcU 

cos « + <5os (jS + y) = ö, 

in Uebcrcinftimmung mit bcm Safe, bag in bcm })tancu ©reicd « + /3 
+ y = 180^ ift; U. f. U>. 

19. ffienn bte ©citen bc« f^jl^ärifd^en ÜDreied« ju bcm JRabiu^ 
ber Äuget Weine 95erl^altniffe l^aben, fo fann bie gläd^e bc« fpl^ärifd^cn 
Dreied^ unb fein Sjceß (Stcreom* §. 4, 5) au^ gegebeneu Stementen 
ebenfo bered^net loerben, mie bic $(äci^e bed. burc^ biefelbeu (£(emente 
beftimmten ))tanen. ÜDrcicct«. dagegen finb bic SBinfet be^ f^)^ärifc(^cn 
üDreied« Je um ben britten 2^cit be^ Sfceffe« griJger ate bie SSJintet 
be^ planen ÜDrcied«, meiere« mit bem fpl^ärifdSieu ÜDreied bcr SReil&e 
nad^ gleidfie Seiten l^at.*) 

X 



©emeiö. gür Keine SEBertl^e bon — fann 

T 



COS- = 1— — , + 



2r2 ' 24r4' 



sin 



X 



X x^ 

r 6r^ 



gefefet »erben (ättg. aritl^m. §.31, 6). ©urdj^ biefe ©ubftitution er* 
l^ätt man für . . 



a h c 

cos cos — cos — 

r r r 

cos« = -—x (18) 



l e 
sin— sin — 

r r 



etnett- örud^, bcffen ^^^tx 



*) Segenbre M^m. de Paris 1787 p. 338 unb Trigonom. Append. V. SScrgt 
Sagtange J. de PEcole polyt. Cah. 6 p. 293. ©auß diso, gener. circa super- 
ficies cnrvas (Comm. Götting. VI. 1823) unb (£rcUc 3. 22 p. 96. 



jmi 



@«^tce fMli- XniovMKtät. 



v + 


«s — 


a* 64 4. ,4 . 


-«' + 




2r' 




24r' ■ 


Ml SIenner 


^U' 


-^^>f'- 


9!uit i{ 


lelt 




' -11 


b' + c 




1-^ 


> + «>-' 1 

6r' 


6r' 


i' + e' 


_a2 


2<i'S' + 2a'e' 


+ 2i'c> 


V>c 




2»cr 



Don bem fi(anen !!>reifll, beffen ©etten ebei 
ten &Qben, bie aSinlel bur($ o', ^', y', bie 
fo ift (§. 2, 5) ■ 

6? -I- ei — gi _ 

26c —COBB, 

2a*e' f 262c» — a* — b* — c* = 46^ 
subftitution biefer üßeitlfe erhält man 

coB« = cohk' ^~i — = coB«' — : 

bem ftteiöbogen, bcffen 9fabiu9 rine SÄngei 
genein^eiten ^at, ge^Srt ein Setitrimintel Di 
bn angenommenen {Rec^tiung^grenjett ^t a 
:n« (Senfrirointelö) ben 3Bert§ ^ , unb be 
:t^ 1. aifo ip nad& §, 4, 7 

c($ biefel^en Sletiac^tungen fintet man 

, „ , ^ 180" , , ■! 

» + y ~ o' + |i' + )■' + -i -;p — 

c @jce6 bee fp^ärtfi^en Vithis beiröflt -5 - 
meiiec^tminleligee fppnfd^es S)me<t ber |)e9( 
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brittcr SSBinfcI 180^ betragt, eine gtäci^e öon nr'^ Quabrateinl^eiten 
(©tcreom. §. 10, 5); fotglid^ l^at ba^ gegetene fp^ärtfci^c ©reied, beffen 

Srceß -K : beträgt, eine gläc^e bon J Quabratein^eiten. 

Slnmcrfung. SBenn j* S3. b, c, a gegeben finb, fo berechnet man 

^ == 5 oc sm a , f ==: -^ ^ «' = a — ^ g. 

r^ TT 

3lu« bcn gtcmenten h, c^ «' toirb nad^ ben JRegetn'ber planen Jtrigonp* 
metrie ß% y', a gefnnben. Dann ift 



• §. 6. ^o(i;gonometrte \x\\% ^^ot^ebrometrie. 

!♦ ^lad^bem bon "ben n Oeraben, bie ein ebenem ober unebene^ 
^ol^gon bitben, bie ^)ofitiöen SRid^tungen nad^ SBittfür beftimmt morben 
finb, ^abcn bie ©eiten AB, BC, CD, . . be« ^ot^gon« beftimmte SÖSertl^e 
«if «2/ ••/«»• SBi^^ nun bnxä) p eine beliebige ®erabe bejeid^netr 
beren t)ofitibe SRid^tung man »ittfürlid^ beftimmt l^at, unb bur^ cos^^ 
ber Sofinu^ beö ffiinlete, toeld^en mit ber ®eraben j? bie (Serabe bit* 
bet, auf ber bie «tc Seite beö ^ot^gonö bom SäJert^ a. liegt, fo ift*) 

©enn a^cos^,. ift bie Siormatprojection ber eten Seite be« ^ol^gon« 
auf bie ®erabe p, unb bie Summe biefer 9iormaI<)roiectionen verfc^roin^ 
bet S5ergl. §. 4, 5 unb ©tereom. §. 11, 1. 

^nmenbungen. ^k^ man burc^ bad Zentrum einer Sugel, 
beren SRabiuß eine ßängeneinl^eit ift, paxaütl mit p unb ben (Seraben, 
auf benen bie ©eiten be^ ^oU^gonö liegen, ©erabe, beren jjofitioe 9tid^* 
tjmgen bie Äuget in F, A^, A^, , . fd^neiben, fo ift cos^^ bem Sofinu« 
be« $aui)tfrei6bogend PA. gleid^, fotgtid^**) 

a^ cos PA^ + aj cos PA^ + • • + a^cosP-^,^ = 0. 

!Diefe ©leid^ung, in ber P ein toiaiürtid^er ^unct ber Suget ift, 
giebt ju erfennen, baß ber ©d^tt)er))unct ber ^uncte a^*A^, a^.A^, . ., 
%.A^ in bem Sentrum ber Äuget liegt. 3^^^* man nämtid^ burd^ 



\ 



*) 3)icfe gunbfttnentatgleid^ung ber ^Ökonometrie ifl bon 8e;:ctt Nov. Comm. 
Petrop. 19 p. 187 aufgehellt »orben. SBergt. 2'JpuiUer polygonometrie'1789. 



<Sarnot geom. de pos. 254 ff. 

**) 5Da« $rittci^ ber anat^tifd^cn ^p^xit ijon 3«öbiuö 1846. SBcrgl. ben öon 
Steiner (Srette 3. 2 p. 291 au^gcf|)ro(j^enett Sel^rfafe. 



L' 
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bie ^unde A^, A^,.., A^ paraQel mit OP ®erabe, bie bon ber biml^ 
O normal ju OP ge^enben Qbene in ^j, ß,/ • -r ^» 0^<^>nttai wx* 
ben^ fo ift 

fo(gß(^ für lebe 9tt(^tung ber ^araQelen, meb^e burd^ bie bad Sentnun 
O entl^aitenbe (Sbene normal gef^^nitten loerben, 

9l(fo liegt ber Qöftottpnnä bed angegebenen ®\tfttm^ in O (©tereom. 

§• 11/ 2). 

93enn in einem greife, beffen Stabind eine Songenein^it iß, bie 
gleichen @el^nen AA^, A^A^,.., A^_^A^ gebogen toerben, nnb bie @tre« 

den AA^,A^A^ nrit ber beliebigen ®eraben p bie Väia^ 

^\j tti a, a -{- ß bilbcn , fo büben bie Streden A^A^, '. ., 

X!\ \^\K mit V bie ffiinW a + 2/5,.., « + (n— 1)^; 

^ii. _v' jL ^^^ SBinlel -4,^142, -^^J^lj, .. I^aben ben gemeinfd^oft^ 

\x 7"/Jr ticken SBcrt^ \ß, ber SHJinlet ^^Xl^ l^ot ben SBcr^ 

\ 7;;^ i.(n — Dft i4^,bilbct mitp ben ©inlel ir+-*(n— 1)/J. 

^_jj^^' ®i^ ©umme ber ^roiedionen bon -4^4^, A-^/ • -r 

^ A^__^A^ auf bie ®erabe p ift ber protection berStrede 

AA^ auf biefelbe ®erabe gleic^. (Sd l^aben aber biefe ^rojectionen bie 

SBert^e 

AA^ cos«, iLlj cos(« + ft; • •# ^^ cos[ir + (n — 1)/}], 

unb ed ift 

AA^ = 2smift ^ = 28iniii|5. 

^emnad^ . ergiebt fid^ bie ©umme^) 

unb burd^ SSertaufd&ung bon « mit « + 90® 

8m« + 8in(«+/3)+..+8in[a+(n--l)ffl=^^8in[«+i(n— 1)/?]. 

!X)iefe ©ummen koerben aud^ baburd^ gefunben, bag man bie erften 
unb testen ©lieber, bie jmeiten unb borlefiten, u. f. f. nad^ §. 4, 8 t>er* 
einigt. Suler Introd. I, 258- 

9« üDie 9{ormat))roiection einer ^lanfigur auf eine (Sbene ift bad 



*) S)er gcontctrif^c 3lu«bru(f bicfcr ©umnwtion lommt bei %x^\mt\it% S)or 
Sph. et CyL I, 22 unb 23. 
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^rotmct bet ^(attfigur mit bem Sofinud bed äButtel^, ipetd^en bie @bene 
bcr ^tanftgut mit ber $roiection6c6cnc bilbct.*) 

©«tt)ci«. ÜDic Stormatproiection bcr ^(atifigur fatin al« Siormat 
fc^nitt eine^ ^rt^ma betrachtet n^erben^ kpeld^eö bie '^(anfigur }ur ^afid 
^t. 3^r aSerl^äÖniß jur -^tanfigur ift naö^ ©tereom. §.8,6 baö 
äSerl^äUnig ber ^bfft be^ $rt^ma }u einer Säugenlante. %im ift bie 
§5]^e bie ^lormatprojection ber Sängenlante auf eine Siormale ber ^a* 
fi^, unb bie gängenfante ift eine iyjorma'te ber '^roiectiondebenc. Sllfo 
ift ba^ SSerl^ältnig ber SRormatproicction ber "iß(anfigur ju ber ^lan^ 
. figur felbft ber Sofinu^ be« SBintete, toeld^eu bie 9iormaten ber ^lan* 
figu'^ unb ber ^roiecfion^ebene bitben, bx t. ber ßofinu^ be^ bon biefen 
ebenen gebilbcten gläti^enrointetö (©tereom. §. 2, b\ 

^nx ©eftimmung ber 3^^^^" ^^^ ^^u i"^^P ^^^ <)ofitiben JRi^^ 
tnng^n ber 5RormaIen ber (Sbenen ti)iUtürtic(^; barnadf^ aber bie |)ofitioen 
^inne ber (gbenen fo feftjufetjen, ba§ fie ilbereinftimmen für ©etrad^ter, 
toetci&e \\<Sf fo auf bie Sbenen fteüen, ba§ il^nen bie pofitiben JRid^tuu^ 
gen ber sitormaten aufmärt« gel^enb erfc^einen. 35ergl. ©tereom. §. 4, 7. 
^nxäf ben Perimeter ber ^tanfigur toirb ber 'Perimeter il^rer ^rojec* 
[ tion beftimmt. ÜDann ift fotool^t ber Sofinu« be« SBinfetö ber Sbenen 
I ober i^rer 5Worma(en, ate auc^ ba« 3^^^^^ I^^^ ^^" beiben ^läd^en, 
{ ber ^lanfigur unb ii^frer '^rojection, unitoeibeutig beftimmt. SBenn für 
^ bie S^iormate einer Sbene bie entgcgengefefete JRid^tung unb bamit für 
bie Sbene ber entgegengefe^te ©inn atö ))ofitib genommen ti)irb; fo tued^^ 
fett eine gläd^e unb bcr Sofinu« ba« 3^ic^en. 

Slnwcnbung. Sine gegebene f^^ärifc^e gigur toerbe beliebig in 

unenblid^ Keine Xl^cUe getl^ei(t, beren einer a feinen ®(^mer))unct in A 

l^obe. ^an ^jrojicire bie f^jJ^Srifd^e gigur burc^i Sfiormalcn auf bie 

Sbene eine« ^auptlreife«, unb bejeidfine burd^ A^ unb «^ bie ^roiectio* 

neu öon A unb a, burd^ / bie gläd^c ber f^l^ärifd^cn gigur, burc^ /i 

■ bie gläd^e^il^rer ^rojection, burd^ ba« Sentrum ber Äuget, enblic^ 

I burd^ h bie ^öl^e bc« ©d^wer^junct« ber fi)]^ärifd^ctt gläd^e über ber 

[ Sbene bed ^au^tlreife«. 33ann ift ba« '^robuct fh ber Summe alter 

[ ' ^robucte ci.A^A gteid^ (©tereom. §. 11, ll> 9iun ift 

A^A = OA.cobOAA^ = OA, cos tt^d 
a.A^A i= OA.cc cosofja = OA^a^ 

unb bie ©umme atter «.^4-4 bem ^robuct bon OA mit ber ©umme 
atter a^ gteid^. ®a^er l&at man fh = OA.f^, h : OA == f^ : /.**) 



*) (guter Introd. H. App. 64. 

**) ©iutio 8toub. 3. 4 p. 386. «crgt «eSge Sioub. 3. 7 p. 516. (Stelle 
3. 50 p. 322. 
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3* fficnn bie Perimeter ber n ^Vxdfzn eine« ^ol^ebcr« bcm ®c«* 
fefe bcr Äanten genügen '(©tercom. §. 8, 16), unb wenn bon bcn n Sbc* 
nen, auf benen bie gtäd^en be^ ^ot^cberö Itcgen, bie pofitiben ©innc 
toißtürlid^ feftgefefet Sorben finb, fo ^aben bie gtäd^en be« ^ol^eber« 
unjiDeibeutig beftimmte fficrtl^e a^, a^, . .-, «„. Siiinmt man eine be* 
ticbige Sbene ^inju, beren pofitii^er ©inn ebenfaU«f »iUfürtidj feftgefe^t 
ö)irb, unb bcjetci^net man burdf^ cos^. ben Sofinuö be« 2Bin!ete, ben 
mit ber beliebigen ©bene bie'lSbene bilbet, auf ber bie gtäc^e bom 
äßerti^ a, liegt, fo ift 

b. ff. bie Summe ber SlormaÖ^rojectionen ber gläe^en bcö ^ol^eber^ 
auf bie beliebige ßbene tjerfd^toinbet. *) 

Sctoct«. @« fei j. S. ABCD bie erfte gläd^e be« ^ol^eber«, 
unb bie antiegenben glasen l^abcn bie beftimmten Perimeter BAE . . , 
CBF • . , DCG . ., ÄDH . . . ©ejeid^net man Siormatiprojectionen .bic*= 
fer gläd^en burci^ A^B^C^D^, B^A^E^ . ., . . unb einen loilttürlicijfen 
^JJunct ber '^rojectionöebene burd^ 0, fo ift (•JJlanim. ^. 9, 10) 

u. f. to., folgtid^ bie Summe ber ^roiectionen aller gläd^en be« ^ot^** 
eberö 

AiB^C^D^ + B^A^E^ . . H- Ol ^1 2^1 . . + . . 

+ OiBj^i + O^i^i -t- . . + 00,^1 + OB^F^ + . . 

-4- . 4- 4- 

I • • • ^1 ♦ • • I • • • 

yiadf bem ®efet} ber Santeu fommt in btefer Summe neben jebem 
®reie<f wie OA^Bi andf baö entgegengefe^te Ißreiecf OB^A^ bor, alfo 
berfc^minbet Die ©umme. ä^tun ift A^B^C^D^^^ ABCD co8p^, u. f* »• 
(2), folglid^ oerfd^ioinbet bie ©umme «icos^^ + «2^08^2 + • • • 

4. J)ie ^)ofitioen ©inne ber ßbenen, auf benen bie ^ol^ebcrflä* 
(S)m liegen, »erben jugleic^^ mit ben <)ofitioen Sftid^tungen ii^rer 5Korma* 
ten beftimmt (2). Sluf ben 3?ormaIen conftruire man ©trecfen, bercn 
SQSertl^e a^, a^ , . ,, a^ \n Sejug auf ®rö|e unb ^txdftn ber Sieii^c 
nad^ fid^ berl^alten ö)ic bie äöert^e ber ^ol^eberfläd^en «w «2/ • •/ ««. 
3febeö ©Aftern fotc^er ©trecfen ift fo bef (Raffen, baß burd^ paxaütk SScr^ 
fc^iebung berfelben ein gefd^loffene^J -^ol^gon fid^ jufammenfet}en läßt 
Denn au^ ber ®leid^ung (3) 



*) SBergt bie angeführten ©tetten toon 2*$uilier unb (Sarnot -unb bc«S3crf. 
©c^vift über bie S)eterminanten §.17. 
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*) 2)cterm. §..17, 2. 
♦*) «'^uitiet unb (Satnot a. a. O. 
♦**) itJagrangc Pyram. 12 (Möm. de Berlin 1773). 

^er n. 3. «ufl. 22 






■2 



f . I..V. 






folgt xtad) bcr über «i, «2/ • v «« gemad^ten SSorauöfefeung 

b. ](^* bie ©umme ber 5RormaIiproj;ecttotten ber ©treden, todäft auf ben 
Sfloxmakn ber ^ßol^eberfläd^en liegen unb bie SBert^e «i, «2f • •/ «« 
f)aUn, auf bie 5Rorraale einer beliebigen öbene berfd&U)inbet. Sllfo ift 
jiebed an^ biefen ©treäen t>nxd) paxaüüz ä3erfd^iebung iufammengefeljte 
^ol^gon gefdj^loffen (©tereom. §. 11, 1). 

5Demnaci^ lann jebem ^ol^eber bon n gläd^en ein ?ßol^* 
gon i)on n ©eiten jugeorbnet toerben; auö Jeber ®leid^ung 
jtt)if(^en ben ©eiten unb SSBinleln biefe^ "ißol^gon« entfj}ringt eine ®lei^ 
dj^ung jtpifd^en ben gläd^en unb 81ädt;enU)inIeln bed ^ßol^eber«* S)er 
SC^eil ber ^ol^ebrometrie; ipeld^er bon ben 9telationen ber gläc^en unb 
glädj^entoinlel bei* ^ol^eber l^anbelt, ift in bem SE^eil ber ^ol^gonome^ 
trie enthalten, U)el^er bie ^Relationen ber ©eiten unb äßinlel ber $0^ 
ß^gone umfaßt* *) 

5. 2lu« ber ©leid^ung (1) 

«iCOS^l + «2 C0S^2 + • • + «»COSp„ = 

ergiebt \xöi burd^ ^Bereinigung ber beliebigen ©eraben p mit ben ©eiten 
be^ $ol^gond bad ©Aftern bon ©leic^ungen 

a^ + a^ COS12 + • . + %^^hn = ^ 

aj COS21 +02 + • ♦ + «»cos2„ = 

♦ • • • 

Sääenn man bie ©leid^ungen biefe« @^ftem^ ber SReil^e nad^ mit 
«if «2f '• -f «« multi^)licirt unb bead^tet, bag cos^^ = cos^< ift, fo 
finbet man 

«1^ H- «2^ + • • + «n^ + ^^1^2 COS12 + 2ai«3 COS^g + . . 

+ 2a2a^ COS23 + . . H- . . = 0, 
— ä/^ + «2^ + . . + a„2 -j- 2a2a^ cosjs + 2a2«4 COS24 + • . 

+ 2a^a^ COS34 + , . -|- . . = 0, 

u. f. to.**) Sei einem (ebenen ober unebenen) SSiered ^t man 

«4^ = «1^ + «2^ H" ^3^ 4" ^«102 cos 12 + 2a2Öt3 COS23 "i" 2^301 CO831 

unb analog bei einem Setraeber ***) 

«4^ = «1 ^ + «2 ^ "i" **3 ^ 4" 2aia2 ^^^^2 + 2a2a3 COS23 + 2cif3a^ cosg^» 
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Unter bcr SSorau^fc^ung, ba§ btc ©eitcn unb gtaci^en jjofitiöe Stl^cUe 
ber ©erabcn unb Sbcncn ftnb, auf bcucn fic liegen, ift fn blcfen ®IeU 
d^ungen 003^2 ^^^ Softnud be« SBtnfete entgegengefefet gleid^, toeld^en 
bte beiben erften Seiten ober gläd^en cinfd^liegen, u. f. to. SBergl. §• 
4, 5. Hnm. 

Stnmerlung. »ejcid^net man bei bem ^raHetej)tj)cb OABC . . 

bie ®eraben, auf benen btc ftanten OA, OB, 
OC HegeU; burd^ x, y, z^ unb fe^t man bie po* 
fitiben JRid^htngen berfetben toiÄIitrlid^ fcft, fo 
erl^atten bie Sonten OA, OB, OQ bte SBertl^c 
d, b, c, unb man l^at in bem SSiered OAS^O^ 

00^^ = «2 _|, 52 _f_ ,,2 

+ 2 ab cosxy + 2bccoBf/z -f- 2 ca cos zx^ 

§ierau6 entfj}ringt AA^^ burd^ SSertaufd^ung bon a mit — a, BB^^ 
inxä) SSertaufd^ung bon b mit — 5, CC^^ burd^ SSertauf^ung i)on c 
mit — c, fo bag*) 

00^^ + AA^^ + BB^^ + Ca,2 = 4(a2 + b^ + c^). 

SSergl. ^(anim. §. 14, 19. 

©ejeid^net man bie gbencn OBC, OCA, OAB burc^ (p, %, '^, nnb 
nad^ toidtürlid^r ^eftfet^ng ber ))ofitiben ®imie bieifer @6eiteit ^ie 
2Bert^e ber gläd^en BOC, COA, AOB burc^ (4, ß, y, fo ^ man in 
bem Sctraeber OABC**) 

ABC^ = «2 _j_ |32 ^ y2 _j_ 2ajScosg>x + SjSjycosjji/; + 2ya cost(;g>. 

Darau« entfj)ringt B^C^ 0^ burd^ aSertaufd^ung bon a mit — «, Cj^jO* 
burd(^ SSertaufd^ung bon ß mit — 13, il^i^jO^ burd^ ©ertaufd^ung bon 
y mit — y, \o. baS 
ABC2 + B^C^O^ + Ci^i02 + A^B^O^ = 4(a« + /J2 + y2). 

6* 93ejetd^net man bei einem (ebenen ober unebenen) aSieredt OABC 
bie ©eraben, auf toefd^en bie ©tredten OA, OB, 00, BC, CA, AB 
liegen, burd^ x, y, z, a, b, c, fo ift***) 

OA.BÖQosxa + OB, CA coayb + OC.ABcoazc = 0, 
20A.BC coBxa = OC^ + AB^ — OB^— CA\ 

©eioei«. !Durd^ ^rojection ber ^rimcter BCO, CAO, ABO 
auf bie ©eraben x, y, z erl^ätt man 



♦* 



*) Segcnbtc Geom. Note V. 
") Sagrange a. a. O. 
) (Sarnot Mem. snr la relation qni eidste . . 27. 
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§. 6. ^oli^gonomctric unb ^Jotvebromctric. 

^Ccosa^ -f- CO C08ZX + OBcosoct/ = 0, 
CAcoB yh 4" -40 coso?^ + OCcob^z == 0, 
A/^cosxrc + BO coByz + O^cosxJic = 0« 

iD{uItt))ltcirt man biefe ®let^ungen ber Steige tta^ 
mit O^, OB, OC, fo crl^ält man burci^ äbbition bic 
erftc bcr aufgcftcttten ®Uxäfnn^tn, tocil OA . COcobzx ^ 
+ 00. OA coBzx n= 0, u- f. ». 9lu« bcn ©leid^ungen 

20i4.5C cos a;a + 2CO.OAcobzx + 20^.0Bcosa:y = 
200. OA cos ;?a: + 00^ + 0^2 _ 0^2 _ o 
2^0. OB coBxy + ^0^ + OB^ — AB^ = 

(§♦ 4, 10) folgt bie anbete ber ju betoeifenbcn ©leid^ungen* 

!J)le erfte ©leici^ung gtebt ju erlennen, bag z nnb c normal ju 
etnanber finb, loenn fotool^l x unb a^ ald anäf y unb & normal gu ein^ 
anber fte^n. SSejflt. *451antm* §. 6, 9 nnb ©tereom. §. 6, 10. 

Slnmerlung. äBenn F, O, F^, O^ bie 3Äitten bon CA, AB, 
OB, OC finb, fo finb bie ©eraben FG nnb F^ ö, paxaM mit a, bie 
Oeraben FG^ nnb Fjö ^^arattet mit x, bie ©trede /\Gi == — FG 
= ^BC, n. f. tt). ©emnacj^ ift 

IGF.FG^ coBxa + ö/^'^ + /?Tg^^2 = ©0^2 
2FG^. G^F^ cos a:a + Jf^^ö^ 2 Jj. q^jt^ 2 ^ jr^^2 

fotglit* 

Oil.jBC cosara =3 AGF . FG^ coBxa = GG^^ — FF^\ n. f. to. 

7* ©ejeid^net man bei einem f^)]§ärifd{>en SBiered OABC bie ^avipU 
beife, anf toeld&en bie Sogen OA, OB, QC, BC, CA, AB liegen, bnr^ 
^f y, ^t «/ h c, \o ift*) 

sinO^ smBC coBxa = cobOB cobCA — cos OC cos AB, 
sin OA BmBC cos xa -\- sin OjB sin CA cosyb -f- sinOC sin AJ? cos^c == 0. 

Seioei«. SSJenn E ein !Dnrd{^fd^nitt ber ^anj)tlrcife x nnb ä ip, 
fo l^at man (§. 5, 6) 

cosOjB = cosJ?£cos£0 — sinBEsinJBO cosa:a, 
cos CA = cos CE cobEA — sin CE sin EA cos xa, 
cos OC = cos CE cos EO — sin CE sin EO cos 0:0, 
cos AB = cosJSEcosjE?^ — sinJ^E sin£A coso^a. 
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*) J^ie erfte biefer ©lei^nngeu rüljrt öon (Saug l^er (Disq. gener. circa su- 
pcrf. 2, VI. ©crgl. b. ©täubt «rette 3. 24 p. 252 unb be« SScrf. 2)ctenn. 
1. 16,4), blc anbete l^at 3oaAim8tl^al (Srctte 3. 40 p.45 ijinjugcfügt. Ueber bcu 
äufömuienl^aug bicfet f^>^^änf(J9en ©leid^uuöen mit beu vorigen ^polJ^gonometrifd^cn 
(SHtxäftmgm t)etgl. unten (15). 
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3n ber gormet qobOB cqsCÄ — cos OC cob^B &l*i 

g, Ktlä/e ben gactcr cosara entgolten. 9!ui 

— BinCE eoa B E (sin EA cos EO — coeJSA 
+ coaCEamBE{siaEAcoBEO — cos £4 
= ain(EÄ—EO) 8ia(BE—CE) = sin 04 
(. U). 8lu9 ten ©leic^ungen 

M BinBCcosa^a = cobOScosC^ — cos ( 
?B sinCJ coayfi = cosOt7cos-4B — cos ( 
OC sin4ßcos«c = cobO^cobBC — cob( 

n biirdj Ätibitioit bie anbete bei aufgeftelltci 

Die ^ebinguiig, unter bei bem (ineoren ®^ 

a, -|- djcosjj + . . 4- '•bCOSib = 

a| cOBji -|- Oj + . . -|- a^cOBj^ = 



"»cos,, + a„coB,j + . . + fl, 
t oerfc&ffitnbenbe «,, oj, . . genügt roerben 1 
fdjcn ben läofinuä ber ffiSintel ton n ©eral 
©eilen (gtöd^en) eineä ^Jol^gonä (^ot^ebe 
i\eQ>e am einfat^ften in gorm einer Steter 



®etabe, bie mit einer <£beae paxaM finb, | 
:^eiede pataM. ättfo i)<it man für Die t 
mit einer @bene parallel finb, bie ®(ei<$un 

j 1 COS|j C0Bj3 I 

C0B|2 1 C08j3 -= 0, 

I eofl,3 C0BJ3 1 I 

imenb mit ber §. 4, 11 entwidelten ®teii$u 

ajier ®erabe, bon bene 

/ einet Sbene (Jarallel finb, fin) 

/ eined unebenen Siere(td p&tat 

S-^ A malen »on Dier @benen finb, 

^ bilben IBnnen. Um ein fold&e 

flruiren, jie^e man burc^ 
$UMct bie ®eroben OA, 0. 



§. 6. $oIV90ttomctric unb ^ot^ebtomctrte. 



341 



aflcl mit bcn gegebenen (Seraben. SJtrb nnn ble Sbene AOB »on bev 
©eraben, bie paraöet mit OC burd^ Z> gel^t, in -E, unb bie ®erabe OA 
Don ber (Seraben, bie ^)araüet mit 0^ burd^ E gel^t, in F gefc^nitten, 
fo ift ODEF ein SSiered, mit beffen Seiten bie gegebenen ®eraben par^ 
attet finb. Dal^er l^at man für bie SäJintel i)on 4 ®eraben, unter benen 
nid^t brei mit einer gbene j)araüet finb, bie ©leid^ung*) 



1 

cos 
cos 
cos 



12 
13 



cos, 2 
1 * 



cos< 



COSi 



»13 ^"»14 
COS23 ^^^2i 



COS, 



23 



14 



COSr 



1 



COS. 



COS 



34 



1 



= 0. 



»24 ^"='34 

Diefetbe ®Ieidt>ung befielet jmifd^en ben gläd^entoinfetn bon 4 Sbe* 
nen, unter benen nid^t brei mit einer Oeraben j)araßet finb. ®ie ent* 
l^ält bemnad^ bie ®Ieidt>ung jttjifd&en ben (^läd^enipintgtu eine^ Ztixa^ 
eber«, jmifd^en ben ©eiten unb diagonalen etne^ fpl^ärifd^eu SSieredEö. 

aiuö berfetben Oleid^ung finbet man bie ©leid^ung jmifdt^en bem 
9tabiu« ber einem SCetraeber umgefd^riebenen Äuget, ten ©eiten einer 
(äfc bcffetben unb ben anliegenben Santen, ferner bie ®teidt>nng jioi^ 
fd^en bemfelben JRabiu« unb ben 6 Sauten be6 letraeber«, enblic^ bie 
©leid^ung jU)if(^en ben ©tredfen, meld(;e 5 gegebene ^uncte be« SRaume^ 
uerbinben. ©. beö S5erf. ©eterm. §. 16. 

9* ©enn man in bem ©^ftem ber befonbern ®teidt>ungen (5) eine 
berfetben burdj^ bie allgemeine ®teid^ung (l) erfefet , fo erl^ält man für 
ben öeftanb be« (inearcn ©^ftem« 

«1 cospi + «2 cos ^2 + • • + ««cos^„ = 

«iCOS.^l + «2 4- . . + «nC0S2„ = 



«n cos^i + a„ cos„2 + ..-!-«, 



bie ^ebingung 



cos 



n\ 



COS 



n1 



= 



COSpl C0S^2 ♦ • COSp„ 



C0S2] 1 . . COS 



2» 



. . l 



-= 0, 



b. i. bie ®teid^ung jtt)ifc^en ben ßofinu« ber SBinlet, toeld^e bie $01^*^ 
gDufeiten (^ot^eberfläd^en) mit einanber unb mit einer beliebigen ®era* 
bcn (Sbene) bilben. 3n«befonbere »irb bei 4 ®eraben, bon benen brei 
unb gtoar bie burd^ bie iRumern 1, 2, 3 bejeid^neten mit einer (gbenc 



*) (iarnot g^om. de pos. 350. 
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M.va.M finb, ber Sert^ »on coa^, auS ben fflert^m 
b cos 23 bUTd^ bie ©Uid^ung gefunben: 



C08^ 


COSj^ 


1 


COSjj 


COB,, 


1 



5 @eiaben (Sbenen) s'U ^ü ®(d(!^ung*) 
pl 08,2 <=*»^ "ov 

,j 1 C0Sj3 COBji 

j, COS23 1 cosjj 

14 COBj^ COB34 1 ■ 

}et oerf^tDinben unbebingt alle paitialen 
:rit @rabe«, welche ju bet obenjte^enben 
je^Sren, unb bie Proportion b« ^ollfgonfet 
metxi\df ntc^t audbrüdbar. 

9Jur bei bem tJreiof unb bei bem unebi 
iebt fi($ aus bem linearen ©ijfteni (5) ber 
bie Proportion ber Seiten (gläi^n). SDi 
Sieterm. §. 17, 3) 



an jut 3tbfür)uns nai$ ätnalogie von ein^, 

,| 1 cos„^ eoB„y 

sin \ßy = I C08„^ 1 coB^ 

I COS^ COBffy 1 

ibem mon für a,, «j, . . bie i^nen jiropoi 
fuiftd) fefet, erholt man Cli)ie§. 4,6) aÜge 
len. 9MinentU<$ ^at man bei 3 mit ein 
a, h, c, uub einer beliebigen anbem ®era! 

cosof sin 5c -}- cos 6p sinca + coscp sii 

m bann buri^ baa Zentrum einer fluflet, 
i^eii ift, parallel mit a, h, c, p ©erobe, 
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tungen bic Äuget in A, B, C, P fd^neibcn, fo fiegeft A, B, C aöf etttcm 
$au|)tfreife, unb man crl^ätt*) 

cos ^P sin 5a + cos BP Bin CA + cos CPsm AB = 0. 

ll* SBenn ba^ ^oti^gon pian ift, fo gilt nid^t nur bte®leid^ung (1) 

fonbern c« ift aud^**) 

©icfe ©leid^ung ctitfpringt au^ ber t>origcn, toenn für bie (Serabe p 
eine anbete angenommen toirb, bie mit p einen SBinfet bon 90® bilbet. 
®abei gel^t cos^t in — sin^^ über (§. 4; 3). 

3)ie gefunbene allgemeine ®(eid^ung entl^äU ba« ®^ftem bon (Slei- 
d^ungen 

♦ + «2 sini2 +•• + «„ sin,„ = 

• • • • • 

«isi^ni + «2 sin „2 + • • + * =0. 

la. Die gläd^e /„ eine^ planen ^ot^gon« bon n ©eilen ift burd^ 
n — \ ©eiten unb bereu Söinfet beftimmt, unb jnjar ift /„ bie l^atbe 
©umme ber ©ertl^e, meldte auö ber gormel 

entfpringcn, mcnn man für i, k je jn^ei berfd^tebene aM ber SRei^e ber 
gflumern 1, 2, . ., n — 1 fe^t, fo baß k > e.***) 

©ctoei«. ©a« ^ot^gon ^^A^^.^^ befte^t au« bem $o%on 
AiA^.,A^_^ unb bem 3:)reiedE A^A^_^A^ C^lanim. §. 9, 10), folgtid^ 
ift (§. 4, 12) 

2/„ = 2/,^, + 2A^«-i^ = 2/„.i + a„_ia„sin„_, ,, 

yiad) (11) l^at man 

«»Sl»ii--1,n = «l8J^l»-l + «2Sin2«-t + • • + «u-2 Sin„_2,„_i 

folgüd^ ift nac^ ber obigen ©ejeid^nung 



*) 2)icfe f^l^ärifd^c ®Cci(^ung ifl i>ön darnot geom. de pos. 344 gefucJ^t, aber 
tii(i^t erteilt tijorben; fie fommt in ©d^utj @^l^ärtf II, 49 i>or unb bei aKöbiuö 
(anattit. <B^^x\t 7), ber fte jur ©runbtage ber fpl^ärifti^en 2:rigonontetrie gemad^t 
bat. 3Br cntf^^rid^t in ber Planimetrie ©tetoarfg ^el^rfat^ (^lanint. §. 14, 22). 
**) Se^-eU unb S'^uilicr a. a. O. 
***) S'^uilier polygon. p. 8. 
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aSenit nun 2/,_, bie ©umme bei ©ert^e 

*ii + 'i3 4- ■ ■ + »i,.-i 

+ '2. + • ■ + *2.^1 
+ . . . . 

ift, wet^e bie gönnet «^^ enf^äft, toenn man fi] 
bet Sliümmi 1, 2, . ., n — 2 fefct, fD Ift 2/„ bie 
roeld^e blefelbe gorraet bartietet, wenn für ik bd 
mern 1, 2, . ., » — 1 gefegt »erben (9IIlfl. äritl^ 
ift 2/3 = s,„ folglich 2/^ = .,, + .,3 + s,^, 

18. aöenn bie Sbenen bei planen ^ol^goi 
BB^Bj..B„ no* roifltürac^er geftfefeung iftter t 
Sffiinfef 91 Bilben unb bie gläc^en berfelben bie ©c 
wenn ferner p, 9 Uiumern ber 9iei^e 1, 2, . ., » 
ber Mei^e 1, 2, . ., n ftnb; roenn enblic^ bie ®era 
löitnürUctier geftfe^ung i^ret pofitiöen Mid&tungen 
beffen SofinuS burc^ cos bejeid&net wirb, unb bet 
AA^.BB^af,B^ ben aSert^ c^ ^ot: fo ift ba« qjr 
®umme ber {m — \)(n — 1} 3Bert^e, weiche aut 



baburc^ entfpringen, baß man für p, q je jwei fi 
SRei^e ],%.., m unb iugleic(> für r, a je jl»ei f 
SRei^e 1, 2, . ., « feßt.*) 

®ewei8. 2Iuf ber (gbeii 
■Cveied DD,D^. t}\t @erab 
©treden ÄÄ^, AA,, DD,, DD^ 
f, g, i, fc Beiei(^nef unb burd 
^' I f Sfjogen, tpet($e mit 1, fc 
6itben. ääoUenbet man ba8 ^arc 
beffen ©eiten auf ben ©erober 
^t mon (§. 4, 12) 

lAA^M = MA.AA^saii'f 
IDD^D^ = D.fi.DD^wsyki 

Sffieit MA^ normal ju fc ift, fo ^aben AM unb ^i' 
maiptojectionen, b, 1). 




•) 0. StOubt'B St&rfaft. Srta« 3. 24 p. 252 



§. 6. ^riijgonomslrie tmb ^ol^tbronKttie. 

ÄMcoBt'k = AAj coH^t. 
golgttd^ giebt bie SDhiItiplication 

AAA,M.DD,D„ = AA^.DD^toB /i .AA.^ .DD^coi 
^ieraue erhält man baid) gegcnfeiHfle 5Bertanf(^mi(j »on D^ 
mit k, i' mit k", M mit N 

AÄAyN.DD^D, = AA1.DD2 coe/k .AA^ . DDy eo 
IJIun ift DDjDi = — DD1D5, J^,Jlf + ^^,-W = Ad,. 
§. 9, 8), folglii* 

4AAjA^.DDfD^ = AA^.DD^ coa/i.AAi.DD^ 
— AA, . DD^ coB/fc . AA^ . DDy • 

<SS fei DDjD^ = BB^B^ coa tp bie 9}i)rma(pro}ection 
auf bie ffibene AA^ A^ (2). 5>flnn tuerben bie ©tterfen BB^ 
buri^ biefelbcn @6enen ouf bie ®erabe / prcjieirt, a(fo i 
voraudgefe^ten i8ejeii$nuRgen 

BB^ cos , , = DD^ cos/i, u. f. XO. 
iAA^A,_.BB^B^aa6<p = CijC^, — c^^ei^ 
unb fiber^aupt 

4-4^pA^.BB^B,coB(p = c^,e^, — Cj„c^. 
9?iin ift (¥(aitim. §. 9, 10) 

AA^A^..A^ = AÄ^A.^ -^ AA^A^ +.. AA^^^A 
BB,B,..B^ = BB^B^ + BB^B^ -|-..BB„_,i 
alfo 4a6 coa ^p = U. f. W. 

anmertung. B'^^t man bunl^ bafl Sentrum einet Jl 
aiabiue eine gängenein^eit ift, parallel mit ben ®etaben, au 
©trecfen AA^ , AA^_ , J5B, , BB^ Eiegen, ©erabe, beren po 
hingen bie Äuget in F^, F^, ff,, G.^ fdjtteiben, .unb nimi 
l>ofiti»en ©inne bet butc^ F, unb f,, ff, unb G^ ge^en 
Ireife mit ben pofitioen ©innen ber mit biefen ^oupttreifei 
ebenen übereinftimmenb an, fo ift lAA^A^ = AA,.AA 
ü. f. »., folgtii^ 

AAAiA^.BB^B^ = AA^.AA^.BB^.BB^sinFiF^ sin 
ginn ift (7) 

Binf, fj Biiiff,Ö2C09g) = cos/', ff, cosF^G^ — cos F^G, 
fßlgti(b ^Qt man nat^ bei angenommenen ^egeitbnung 

i A A^ Aj.BBf B^ cos qi = c^^c^^ — "^12 ^21» 
u. f. m. Umgete^tt lonn ber fp^ütifi^c ge^tfo^ (7) ouö b 
gonometrifc&cn 8e^vfa§ abgeleitet werben. 
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aSenn n = m ift «nb bie ¥unrte 5, B,, . ., ' 
A, Ä^, .., ^ bet 9teiV t">t^ iiifammenfaKen , ^ 

i^ten XBert^, menn p mit r unb )uslei($ q tnü 

iia^fr pnbet nton 

4a^ = CjjCjj — c,j^ + CjjCjs — ci3* + cjj 

+ 2(c,3Cj4 Cj 

Diefe gorrael ift »on ber für 2 a in (12/ onfgefteßl 
veift^ieben, ukU fie nur bie @tieden enthält, ueli 

beö ißol^gonfl auSgel^n. 

'Sie für 4<i( cosqp unb in^befonbete für 4a^ 
befonberd bed^atb bemerteitäwnt^, loeit bie barin Sc 
Cj,^ burc^ bie Dwabrafe Bon folgen ®tteden fid 
mett^e bie ©)}tgen bee einen ^ol^gond mit ben 
'pel^flonö »etbinben. I)enn es ift (6) 

2AA^. BB,(Mn^= AB^^ — AB^ — {A^ 
iKmnat^ ift 16o6 coagi eine ganie gunctlon ber 
©tteden, »fldje bie ©i)i6en be« einen ipol^gon« 
anbern ^ßoI^gouS oerbinben. 3nö6eJonbere ift 160^ 
ber ©ttecfen, meiere bie ®))i^eB etneä ^ol^gond 
binben. 1)16 gtäi^en bes Dreietf« unb be« einem S 
SBiered« t'"'' •» ^''^f" ©eiie^Hnfl qSlanim, §. 14, S 
Werben. Sicrgt. iJeterm. §. 16, 13. 

lA. I)ie pDfitiuen iffidjtunflen ber ©eraben, a 
AB, AC, AD bea SEetroeberö ABCD liegen, (c^ineib 
A concentrifi^e JJug^ beren 9{abiuä eine Sängenein 
S)le gelten unb Sffiintel be« fp^ärifc^en iDteied« 
(, m, n, 1, (t, V unb bie ®umme l -\- m ~\- n 1 
9}ennt man ben föert^ bei gteit^en ^lobucte (§. 5 
sin ^ sin m ein V = siuni eiun sinl =3 giu 

ben ©inu« ber @de A (bergt. 10), bergeflolt bo 
sm'{A) = 1 — cofl^i — cos^TO — coa»» -|- 
= 4Biiia 8in(* — t) sinC« — m) einC 
bann ift au^ bem ^d^ta nat^ bafl ©olum*) 

XJ?CZ) = ^AB.AC.AD Bm{A 

*) ffiultt Nov. Comm. Petrop. 4 p. 158. B«bI. 2I1B 
©taH( 63. i)en tteflenbai auBbnirf „feinne ein« SÄe" 
(Stellt 3. 24 p. 252) gtbtaiK^t. 
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©etoet«. ®tc Jöaft« ABC bc$ JTctracbcr« ^5CD l^at (nad^ 13, 
anmO bcn SBertl^ i^ß.^lCsinLii/. !Ctc $5l&e bc« Xetraeberö tft btc 
5Korntatj)roj[ectton bcr Sank AD auf eine 9?ormalc ber ebene ABC. 
3Benn nun bie jjojittbc SRid^tung ber burd^ A ge^ 
l^enben $ßomtaIe ber (Sbene ^450 bie Äuget in N' 
fd&nelbet, fo l^at bie ^öl^e bcn SBertl^l ^D cos NN\ > / \ ^^ 
atfo baö SJoIum be^ S:etraeber8 ben ©ertl^ 




^ ^5 . AC, AD sin LM cos NN\ 

Diefe gomiel bcl^aft il^ren SBertl^, »enn bon 
einer ber ©eraben, toeld^e bie Santen AB, AC, AD cntl^atten, ate bie 
Jjofitibe 9tid(^tung bie entgegengefefete angenommen toirb. ÜDenn babei 
toed^feln jugleid^ AB unb sin LM, ober AC unb sin Ziüf/ober AD unb 
co^ NN* ba« 3^id^^«- SBenn bagegen at« bie ^ofitiije SRtd^tung ber 
9?ormaIe ber Sbene ABC bie entgegengefefete angenommen toirb, fo 
toed^fett i^o^NN' unb bamit bie gormel ba« '^ziö^tn. 

S9ei ben ^Jiormalen einer ßb^ne ttjirb biejenige SRid^tung ate bie 
))ofitibe angenommen, ipeld^e auf märt« gel^t für ben SBetrad^ter, ber auf 
ber ebene flel^enb bcn pofitiben @inn berfelben feftfefet (2). ©cfd^reibt 
man poptibe SSSinlel unb gläd^cn burd^ lint^um gel^enbe ©rel^ungen, fo 
trifft bie ^)ofiti»e {Rid^tung ber ©eraben, meldte burd^ ba« Sentrum A 
normal gur (Sbene be« §au})tlrcife« n gel^t, ben tinlen 5ßot »on «, ber 
burd^ N* begeid^nct ift. 

SOBenn bie Saft« ABC\>t^ Jetraeber« ABCD einen ^jofitiben ©crtl^ 
l^at, fo giebt man bem SSoIum be« 5Cetraeber« ba« ^tiijzn ber ^öl^e. 
®a« SSoIum ift atfo pofitib ober negatib, je nad^bem bie @j)ifee D mit 
bem ?oI N* auf berfelben @cite ber ©afi« liegt ober nid^t. ÜDabei er* 
fd^eint folool^I bie S5ett>egung bon A nad^ B einem Setrad^ter, ber bon 
C na^ D auftt)ärt« gerid^tet ift, at« aud^ bie S3eh)egung bon C nad^ 
D einem ©etrad&ter, ber bon A nad^ B aufmärt« gerid^tet ift, in bem 
erften gatte linKum, in bem jmeiten ijatte red^t«um gel^enb. SSergt. 
©tereom* §. 6, 11. 

gür bcn §au})tfrei« NN\ ber mit bem ^auj)tlrei« n ben $unct 
O gemein l^at, merbe bcr pofitibe ®inn fo beftimmt, bag iener ^avc^U 
frei« in mit n einen SBinfel bon 90^ bitbet. 35ann ift ber Sogen 

ON' = 90^ cosiVW = sin ON, 

sin LM cos NN* == sin n sin ON = sin n sin l sin (i (§. 5, 11), U. f. tO, 

35a« burd^. bie gormel ABCD beftlmmte SSoIum unb ber gefunbenc 
SBertl^ beffclben |Aß.^C.^Z)sin(il) me^fefn jugleid^ ba« 3eid^en/ 
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wenn man itgenb )U)ei unter ben &cf))uncten B, C, 
babei ein (4) ba9 3*'*^'" »ec^fett. 

anmerlnnfl. tAt gomeln 4BCD, B^ZW 
flimmen bcn 3''*^*" ""^ ftberein. fflilbet man b 

BÄDC= \BA.BD.BC6m{B) 

CDAB = IcD.CA.CB am(Q 

DCBA = ^ÖC.D5.ÖJBm(D) 

unb bejeic^net man bie SDSert^e bei ©treden BC, < 

öC bur^ a, b, e, o,, 6,, c„ ben SBert^ be« S 

^at man*) 

6w >"= a|6c Bin (A) = ab^c sin (B) = nie, an (C) 

a&c* aiOf b :bj c ; e, oi 

6^ ^ "sinCS) "^ ^J^ "^ 8in(C) '^ ^ 

äBenn man in fcer ©leii^ung 144t>* = 4«, 

Sert^e cos/, cos m, cos« burc^ bie Tanten audbi 

8(nm., fo erbölt mon jnr Serec^nung beö 9Jotum6 c 

itetraebere für 144v^ biefelbe tliormel, toeiäft a. a. 

18. au0 ber für boö lettaebet .<1£C'Z) gefu 
fpriiiflt eine anbete, welche iWei ö'äi^en, ben SSJinle 
genieinfiiQfllicbe Äante entlad, mte folgt. SÖejei^nei 
Pen Sintel, loetc^en bie <£bene ACD um bie ^|e ^C 
löetta^ter, ber Don A nad^ C aufioört« gerichtet i( 
bis (ie fo mit ber ffibene ABC jufaramenfäflt, bafi 
unb ACB einerlei 3eiiien ^aben (©tereom. §. 2, 
= BCAD, u. f, »., folglit^ (14) 

QABCD = AB.ÄC.AD öaBAC eiuCAD 

2ABC = AB.AC äuBAC, 1ACD = AC. 

iABCD -= 2AgC..ACD "°^y^ = 2ABC.AC 
@ben fo ^at man _ 

ZBADC = 1BAD.BDC "°^^^ 
ba^et 

^ABCD^ 



trop. 4 p. 158 
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tiefem äludbrud fte^n jmei anbete Slu^brüife jui @elte. 
[t ein ¥aar geaenUbeTliedenbe Tanten mit ben baran Itegenbc 
roinleln ootfommeii. äBejeii^net man baS SBotuni beö letrae 
V, bie bell Stlen A, B, C, D gegenöberliegenben gtäi^en Ci 
BAD, ABC butf^ «, ^, y, S, bie gegenüberliegcnben Sünte: 
DA, CA nnb ÜB, AB unb DC butd^ o unb a,, 6 unb öj, 
uub bie gtä^enroinfel 

CÄBD, ABCD, BCÄD, 
BDCA, CDAB, ADBC, 
toie bie Santen, an benen fie liegen, fo ift 



- 4iij3yd - 



iaßy& 



SSenn man in biefer ©leid^uug bie glSc^enToinlel bet 
fiorau%efe|ten glätten burif bie SBintel i^er pofitioen ^o 
fel^t, \o er^äU man ^ndbtitde für bie ^lobucte ber f)egeniib< 
Santen, buie^ meiere bie eifte ©leid^iung (6) in bie jroeite 

(7) übergebt. 

1«. aiuß ber für ba8 letraeber gefunbenen gormel (1 

36v* = AB.ACsmn.AC.ADsml.AD.ABBiam-^-^ 

gaun i^ AB.ACümn = 2ABC, «. f. ID. lÖEieie^et man bu 
ben ©inue ber ©de, weli^ ber (Sde A beö letraeber« pe 
geotbnel ift, bag bie Äugetfi^nitte ber beiben ßtfen fp^ärif 
fifturen (tnb, fo ^at man (§. 5, 11) 

sin i ein m sin n ' 
folglii^ nad^ ber angenommenen Sejeic^nnns 

36«^ = %ßy6 Bm{A') = U. f. t».") 

2«Py8 _ « ^_ _ ^j'_ _ S 

9«^ "' sST^*) ^ am(BÖ ^ Sn(C') ~" ain(I^'3 
'S>vxi) biefe aöert^e pon o, (!, j-, 3 erhält man ou« ber o 
©lei^ung (3) bie goniometrif^e ©leid^nng 
Binr^Ocoa^, -l-BinCBOcoB^j + sin (C) cofl^j + sin(D')c( 

u. f. n>. Siergl. 10. 



350 



®ed^§te9 ^näf. ^tigonometrie. 




17* Slnbcre Slu^brüdc be^ letracbcrö finbet man burd^ S5ct* 
gleiij^ung beffelben mit einem ^ri^ma, bad mit xffxn eine @(fe unb bie 

anliegenben Tanten gemein l^at. ^aäft man j. 93. 
j5£ unb CF gleid^ unb gleii^gerid^tet mit ÄD, fo 
ift ^J5CD ber britte Jl^eil be« ^ri^ma, beffcn 
gängenfanten AD, BE, CF finb. ©ie ©eiten EF, 
FC be« Parallelogramm« EFCB finb gteid^ unb 
gleid^gerid^tet mit ben gegenäberliegenben Tanten 
BC, DA beö S^etracber«, unb mit ben bcj)})elten 
©eiten be« jenigen feiner SDiittelfd^nitte, toeld^er mit 
ben Tanten BC, DA paxaM ift. Sejeid^net man 
bie Äanten toie bisher, i^re SBinlet burd^ aa^, bb^, cc^, i^re SRormafc 
abftänbe burd^ fa^ fhifct ^^^ l)arallelen SDiittelfdi^nitte burd^ ^^ , ^^^ 
^c, fo l^at man 

4-^^ = aoi sin aa^, 4-0'^ = bb^ «mbb^, 4^^ = cq sin ccj, 

6i> = f^aa^ sin aaj = fj,bb^ «iubb^ = f^ cq sin cc^,*) 

32; =2/,^, =2/,^, =2/,^,. 

anmerlung. !Cie gtädS>en FCBE, EBAD, DAcß t>t9 ^rlöma 
ijerl^alten fid^ gu einanber, tt)ic bie ©eiten be« S5reiedt«, in loeld^cm 
baö ^ri^ma burd^ eine ju ben 8ängenfanten normale gbene gefd^nittcn 
ti)irb. Cbcn fo berl^alten fid^ ju einanber bie burd^ 2^^, y, ß htitidf^ 
neten gtad^en. üDa^er ift (§♦ 4, 10) nad^ ber angenommenen Sejeid^^ 
nung ber gläd^en unb gl&d^enioinlel 

4 -^^2 == |S2 ^ y2 _ 2ßy cosai, 

unb ebenfo 

4-&^2 -_ y2 _|_ jjj2 __ 2ya cosb^, 
4'^^2 = «2 ^ |32 _ 2a/Scosq. 

5Kun ift (5) 

«^ + ß^ "f~ y^ — 2a/S coscj — 2ßy cosa^ — 2ya cosb^ = ä^, 

fotgtid^ l^at man**) 

40^2 _|. 4^^2 + 4^^2 ^ «2 _^ |32 4_ y2 4_ ^2, 

Sejeid^net man bie ^öl^en be« Sietraeber« burd^ h^, hß, h^, h^, fc 
ift 3 2;== ah^ , u! f.- xo. 5Durd& bie ©ubftitution 

oa _ 3^ _ 3v 



*) ©erg. «nn. 18 p. 250. @t einer Srettc 3. 23 p. 279. «ergl. @tcreom 
§. 8, 12. 



**) ©retf^nciber a. a. O. 
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erpß man fofort*) 

9(ud ben ©letd^ungen 

3t?ai == 2jSy sin ai (15) 
|32 _^ y2 __ 4^^2 = 2i3ycosa, 

folgt 

(3«;a,)2 ^ 4^2y2 _ Q32 _,_ y2 _ 4^^2)2^ 

^. 1^. naif ^lonim. §. 14, 23: ba« bretfaci&c ^robuct be« Ictraebcr« 
mit einer Saute tft bem bterfad^en Sireied gleidf^, beffen ©citeu bie bcU 
bw gläd^tt fittb, ö>et(i^e bie Sante gemein ^aben, unb ber bop^jelte 
9Kittc(f(3^mtt, toel^er mit ber «ante j>araaet tft.**) 

18* !l)a6 feci^«fad(^e ^robuct be« S^etraeberd mit bem SJabiu« ber 
utngefd^riebenen Sugel ift bem üDreied gleid^, beffen ©eiten bie ^robucte 
ber gegenüberliegenben Tanten finb.***) 

33c.ti?ei^. 3)er 9tabiu« ber Sugel ABCD ipirb burd^ r bejeidt^ttet. 
©ie ®eraben DA, DB, DG toerben bon einer Sbene, bie mit ber bie 
Äuget in D berü^renben Sbene j)araüel ift unb bon biefer Sbene ben 
äbftanb h^ \(xX, in A^, B^, C^ fo gefd^nitten, bag 

ÜA.DA^ = DB.DB^ = DC.DC^ = 2rh^ = p, 

^^^i -^^PdäZdb' ^'^' =Pdb:dc^ ^'^' "^^DCTDA 
(?tanim. §. 14, 13). ©eftt man DA. DB. DO =- q, fo ift 

A^B^ = ^DC.AB, B^C^ = ^DA.BC, C^A^ = ^DB.CA, 

fofgttd^ ba« 'Dreied -^^j^iC^ bem 'iDreied äl^ntid^, beffen Seiten bie 
«Berthe DC.AB, DA.BO, DB. CA fyaben (^tanim. §-11, 2), unb 
beffen naci^ ^lanim. §. 14, 23 ju bered^nenbe gläd^e ben SBertl^ b f}at 
SRun ift (14) 

DABO: DA, B, C, = ^^^I^B.DC _ ^ 
^^ * DA^ . DB^.DC^ p^ ' 



*) Soa^im^ti^al dxtUt 3. 40 p. 45. 
**) 3. ^. 2:. SRüUcr Xrigon. 3ln^ang p. 291. 

***) 2)er Slabiu^ ber Äugd iji au8 ben mcmcnten bc0 eingcfd^riebenctt ^ctracbcr^ 
»on Sunaitt« (f. beffen SSiogro^l^ic i)on ©ul^raucr 1850 p. 297), Sagrange. Py- 
ram. 21, gegenbte Geom. Note Y, (Saxnot M^m. sur la relation ... 12 be^ 



@c^tt£ @ui^. Xrigonometiic 

&DÄBC = i : r. 
neifung. Sejeic^net man ben 3(6ftanb t 
et D buci^ h, \o i)at man 

GDABC = 2h. ABC = t i r, Irh.A. 
--^ ^\t\)t man ben JjauiJlIreie bui 
\ Ärei» ABU in M unb A normt 
\ ] bie tivxfi) h bejeit^nete Siotmole 
~^ j Z ber ßbene DMN, unb con ben 
Ziy ift eine bie tiirjefte, bie anbete t 
meiere von bem $unct D biä an ben 1 
^ (©tereom. §. 2, 7> ©eil abet boö S 
[e eingefcfitieben ift, fo ^at man nac^» ^iai 

DM.DN = Irh, 
'M.DN.ABC = f, mie ^lanim. §, 14, i 

!Cie Sßolume con jmet gegebenen ^ol^ebi 

.. toerben burt^ u unb (3 begeit^net, eine 
bur^ AA^, eine bei ©liedeu ßß,, ßßj, 
urt ^.ifS^coB^, burt^i r^^ (13). SJaS 
ibucte Don lebeSmal 'i %xl%fa mie c i 
Ptobuct 2S8op ift eine flanje gunction bet 

welche bie ©pißen be« einen ^oli^eberö 1 
tbinben.') 

teid. Sßan conftinire burc^ A bie 9toii 
iSjßj, -BÄgÄ,, ßüjßj bea SetraebetöJ 
rmalen bie Tanten AT, AU, AV beö ^oi 
: Adj ift, fo baß bie ^ugelfc^nitte bet (£c 
nb bet tSde 5 be« leltaeberS fp^arijdje 

man bie ^tonnale bet glätte AAiA^ bui 
en ©tteden AA^, bb^ finb butc^ a, b, \t 
^AA^A^V = ÄÄ^A^.AVcüsnv, 
ZBB^B^B^ = BB^B.^.BB^K06ln 
onaU AA^ Um aus ben Tanten AT, AI 
tt^iebung betfelben jufammeiiflefebt »etbei 



en. 3(t (Saniot'S gormet unb in t>er bauen n 
el «relle'a (mot^. flupläe I p. 117) ifl ber 
Staubt iStellt 3. 57 p. 8M geometrij(^ in b« 

itaabt fSteUe 3. 21 p. 255. Sergl. btB «erf. S 
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unb Aü normal p ben Sbenen BB.^B,^ unb BB^B^ finb, fo finb fie 
normal ju bcr ©crabcn BB,^^ mithin l^abcn ^^^ unb^F auf l gteid^e 
9iormat})rojiCCtioncn, b. 1^. 

t^otgUd^ erl^&It man 

9 AA^ A^ V . BB^ B.^ B^ = AA^ A^ . BB^ B^ cos nv , AA^ . ^J^g cos aft. 

5Rac^f bcr feftgefefeten SScjcic^fnung ift aber (13) 

^AA^A^.BB^B^ cosni? = C11C22 — ^i2^2if 
folfltid^ 

36A4i-42^* -^^1-^2^3 == (<^11^22 — ^12^2l)^33* 

^tcran« crl^ätt man burd^ SScrtaufd^ung bon B^Bc^B^ mit B^B^B^, t, 
u, V mit u, V, t, unb bie cntf|)rcd^enbe 35ertaufd^ung bcr auf bic ^uncte 
B \\ii bcjlel&cnbcn jtociten Siumern bcr (Srößen c 

o^AA^A^l *BB,^B^B^ = (Cj2C23 — ^13^22)^31 

unb eben fo 

Z^AA^A^U.BB^B^B^ = {c^v^c,^^ — c^iC^^)c^^^ 
5Wun ift BB^B^B^ = BB.^B^B^ == BB^B^B^, unb 

AA^A^T + AA^A.;^Ü + AA^A^V = AA^A^A^ 

nad^ ©tcrcom. §♦ 8, 14, fotglic^f 

36 AAiA^A^ . BB^B^B^ 

= (^11^22 ^12^21) ^33 I (^12^23 — *^13^22)^31 "T (^13^21 ^ii^2SJ^3'l' 

3nbem man auf gleiche SBeifc jcbc« i£etraeber be^ erftcn ^ol^ebcrö 
mit icbem Xctracber bc^ j^eitcn '^ol^eberö öcrbinbct, erhält man ben 
erftcn X^eil be« auögefprod^cncn Sel^rfafee«. 3)er jmeite Jl^eit beffetben 
ergiebt \\äf, loenn man bie ©rö^en 2c^^ burd^ Guabrate bon ©trecfeu 
au«brüclt loie 13, Slnm. 

(Sine ä^nlid^e Darftettung öon (36a/5)2 burd^ ^robucte öon gläd^eu- 
paaxtn mit bem Sofinu« il^rcr SBinIct flnbct man in beö SSerf, ©eter^ 
minanten §. 16, 16. 

SHJenn bie ^uncte B, B^, B^, . . mit ben ^uncten A, A^, A^, . . 
ber JHeil^e nad& juf ammenf atten , fo loivb 288 «^ eine gaujc Function 
bcr Quabrate oon ben ©treden, tocfd^e bie.Spiften beö ^ol^eberö oev* 
binben. gür ba§ Setracber ift 144 «^ ^^^^^^j^ ^jg JQuabrate ber Sauten 
bon 3ungiu^ unb Sufer auögebrücft »orben (14). 



eal^er II. a. mfl, 23 



T^ 
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§♦ 7. S)ie ))rojectiöi[(3^en Sormeln. 

1. fficnn bic ^unctc A, B, C auf einer ©craben liegen, fo l^cijst 
in bcni gofflenben bie formet AC : BC ba^ SJerl^ättmg, nöd^ iDeld^em 
bie ©trcde AB in C getl^eilt ift (^lanim, §• 8, 2)- Dicfe« SBerl^ältnife 
ffat einen )>ofitit>en ober einen negatit>en äBertJ^^ ie nad^bem bie Streifen 
AC unb BC einerfei ^tidf^n (SRi^tung) l^aben ober nid^t (^lanlm. 
§. 14, 1), je nad^bem alfo ber ^junct C t>on ber ©trede AB au«flefd(^(of«^ 
fen ober eingefd^toffen ift. 8Benn ba« aSer^ältnig AC : BC ben SSertl^ 
1 ^at, fo ift C unenblid^ fern. !Denn 

AC _ AB + BC _AB. 
BC~ BC ~ BC'^ ^ 

erreicht ben ffiert^ 1, »äl^renb AB : BC t>erfd&tt)inbet. SBenn AC : BC 
ben S35ert]^ — 1 W, fo ift C bie SWitte öon ^5. 

S35enn bie ®erabe AB burc^ bie ®erabe ber ©tredte PQ in C 
gef^nitten »irb, fo ift ba6 SSerl^ältnig ber gläd&en 

APQ : BFQ = ^IC : BC. 

3)enn bie lOreicdEe AFQ unb 5Pa l&aben bie Safi« PQ gemein , unb 
baö aSerJ^ältnig i^rer $ö^en ift == AC : BC (^Canint. §. 10, 2). 

SSenn bie ©erabe AB bur^ bie ebene beß Dreied!« PQR in C 
gef^nitten loirb, fo ift ba« SJerl^ättnig ber SSotume 

APQR : BPQR = AC : BC. 

®cnn bie Setraeber APQR unb PPOfi l^abcn bie ©aft« POÄ gemein, 
unb ba« S3cr^aüni§ il&rer ^ö^en ift = AC x BC (®tereom. §* 8, 11). 
(Dabei l&aben bie ©reiedte -4PQ unb BPCi, »ie bie Ictraeber APQR 
unb BPQR biefetben ober entgegcngefefete ^ixiftti, Je nad^bem bie ©tredte 
AB burd^ bie ©erabe PQ unb bie Sbene PQR äugen ober innen ge^ 
tl^ellt toirb. 

8Benn ein beliebiger ^unct burc^ S, unb bie Seraben, toeld^e ben* 
fetten mit ben ^uncten A, B, C einer ®eraben tjerbinben, burc^ a, b, e 
beieid(fnet koerben, fo ift 

AC : BC = 8AC : 8BC = (sinac : sinbc) (SA : SB). 
!Denn nac^ • beliebiger Sal^l ber )}ofitit)en 9itd(ftungen t^on a, h, c ^at 

man 2SAC = SA.SCsmac (§. 4, 12) n. f. tt). 

ilBenn über]^au|)t bie ©eraben a, h, c auf einer (Sbene liegen obei 
mit einer (Sbene )>araQe( finb , f o ^eigt bie gormel sin ac : sin bc bad 
93er]^a(tnig ber @inud, nad^ n)eld^em ber 2Sinte( a6 burd^ c ober eine 
mit c ))araUele ©erabe getl^eilt ift. 'SDiefed 33erp(tntg l^at ben Sßertl^ 
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— 1 ober 1 , tocnn c ben ffiinfet aJ ober feinen 5Rebentt)inIet l^aCbirt. 1 

835eit ac = a6 + hc ifi (§. 4, 1), fo ift l 



sin ac 



-7—7 — : — 7 = cotaft + coihc (§. 4, 9). 
SCßenn nun sin ac': sin W = sin ac: sin 6c ift, fo ift cot 6c' = cot 6c, 

fotgtic^ c* mit c })araüe(. 

3)aö »er^ättnig, nad^ toelc^em ^ß in C burci^ bie ®erabe PO 
ober bie Sbene PQÄ getl^eilt ift, toirb im gotgenbcn burc^ bie gormetn 

{A, B, O, {A, B, PCL), {A, B, PQB) 

bejeic^net »erben. *) ©ben fo toirb bie gormel sin ac : sin he burdjf {a, b, <) 
bejeid^net. ©ie SBertl^c t>on (A, B, C) unb {B, A, C), (a, h, c) unb 
{hf a, c) finb recit)roI. 

2. ffienn einen beliebigen ^nnct ber ©eraben AB bebeutet, fo 
\^ahzn bie Sßerl^ältniff e , mdf benen OA in B unb OB in A getl^eilt 
toirb, bie ®umme 1. 

(0, A, B) + (0, 5, ^) = 1. 

ffienn einen betiebiflen ^unct ber Sbene ABC bebeutet, fo l^aben 
bie SJerl^ältniffe, nac^ benen OA, OB, 00 ber JWeil^e m6) hmäf bie 
(Seraben BC, CA, AB getl^eUt werben, bie Summe 1. 

, (0, A, BC) + (0, B, CA) + (0, C, ^5) = L 

SBenn einen beliebigen ^unct beß JRaumeß unb ABCD ein ge^ 
gcbeneS 2^etraeber bebeutet, fo i^aben bie SSer^fäÜniffe, nad^ benen OA, 
OB, OC, OD ber SRei^fe nad!> burd^ bie Cbenen BDC, CDA, ADB, 
ABC getl^eilt werben, bie ©umme 1.**) 

(O, A, BDC) + (O, B, CDA) + (0, C, ADB) + (0, 2>, ABC) = 1. 

©cwei«. ©enn auf ber (Seraben AB liegt, fo ift AO + 0^ 
= AB (^tonim. §. 14, 1), folgtid^ 

SSBenn auf ber Sbene ABC liegt, unb bie ®eraben OA, OB, 
OC öon ben ©eraben BC, CA, AB, in A', B% C gef^nitten werben, 
fo ^at man (1) 

OA' ^ OBC qB[ _ OCA qa _ oab 

ÄA* ~ ABC BB* ~ BCA' CC ~ CAB' 



**> 



«ergr. SRöbiu« batJ?c. <£<itc. 180 ff. 

") 2)eT jweitc @aft ift öon SuUr 1780 gegeben öoorbcn (Mem. de Petersb. 
Tom. V. 1812 p. 96). 3)er britte @a6 tommt m ®ccg. 2(nn. 9 p. 116 unb 277 
t)or. «ergt. SRöbiu« b«^. (£ak 160. 

23* 
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6e^$te$ ^näf, ^rigonontetne. 



mm ift OBC + 004 + OÄB = ABC = BCA = CAB (flanim. 
§* 9, 9), folfllic^ 

AA' ^ BB* ^ Ca 

SBcnn bie ©crabcn OA, OB, 00, OD »on bcn öbcnc« BDC, 
CDA, ABB, ABC in A\ B\ O, D' gefd^nitten toetbcn, fo l^at man (1) 

OA' _ OBDC . 
AA' ~ ABDC "• '• 

5Run ift OBDC+ OCDA+ OADB-^ OABC = DABC^ ABDC=-. . 

(©tctcom. §. 8, 15), fotgtic^ 

OA' OB' qa , OD^ ^ 



AA 



BB' 



CO 



DD' 



(Sß mag nid^t unbemcrft bleiben, baß ber britte ®afe auß bcn bei* 
ben etften abgeleitet werben fann. ©ie ®erabe CD ^ai mit ber ßbene 
OAB ben "^Junct if gemein, fo bag 

(0, ^, BM) + (0, J5, ilf4) + {0, M, AB) = 1. 

3wfllei(i& l^at bie ©etabe OM mit ber ®eraben -AB 
ben ^nnct N gemein, fo ba§ 

(O, C, DN) + (0, Z), iVrC) + (0, N, CD) = 1. 

Sfhin ift (O, ilf, ^5) = (0, iJf, iV), (0, i\r, CD) 
= (0,N,M), nnb (0,M,N) + (0,N,Af) = 1, 
fotgtid^ 

(0, ^, 5/>C) + (0, 5, CD^) + (0, C, ADB) + (0, Z), ^jBC) = 1. 

anmcrfung. SBcil (O, BC, ^) =» i — (0, ^ 5C), n. f. »., 
fo ift in ber angegebenen SBeife 

(0, BC, A) + (0, Ci4, B) + (O, 2*5, O = 2. 
(0, BDC, A)-\-(0, CDA, B) + {0, ADB, C) -{-{O^ABC, D) = 3. 




8. Xöenn auf einer Äuget, bereu Siabiu« eine Sängeneinl^eit ift, 
O einen beliebigen 'ißunct be^ §aut>tfreife« AB bebeutet, fo ift AO + OB 
= AB, folglich (§. 4, 9) 

«in OB sin 0-4 ^^ , 

cos O^ H ; ^;-7 COSOjS == 1. 



sin AS 



sin-Bil 



ffiSenn einen beliebigen 5ßunct ber ftuget bebeutet, unb bie ©eiter. 
BC, CA, AB eine« fjj^ärifd^en (Dreiedß bon ben |)auj)tfteifen OA, OB, 
OC in A*, B', C gefd^nitten loerben, loenn man ferner bur*^ a, b, c, 
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a*, V, c* bic Scntratprojicctioncn Don A, B, C, A\ B*, O auf Die Sbene 
bcjeid^nct, mctd^e bie Sujet in berührt, fo tft (2) 

^V ^ 4- ^ - 1 ^« 4- ^* 4- :^^ - 2 

aa' ^ hh' ^ cc' ~ ' a*a ^ ^»'6 ^ c'c ~ 
9iun ift Oa = taug Oa (§. 3, 10), aa' = aO + Oa' u. f. ö)., f«>l9H^ 
tangO^' , tangOjB' tangOC 



= 1, 



i^n^OB* 

tang^O+tangO-4' '" tang^Ö+tängOß' •" tangC04-tangOC 

tangO^ j tang Oß _ tang^C 

tangii'O+tangO^ "^ tängß'0-ftangÖ5 "*" tangC'O+tangÖC ~ * 

!Diefc ©feid^ungcn lönnen nad^ § 4, 9 umgeformt toetben unb lauten 
bann: 

«LO^ eos OA' + ?!?^^ cos OB' |- «-!"-^J cos OC = 2. 
sm^'-a smB'B smCC 

Site ÜDtfferenj bicfer ©teic^ung ergtebt ftd^*) 

sin (AQ + ^^0) sin (^0 + g^Q) sin (CO + C^Q) _ 
„;«j^r + „;« »o/ - -^ sinCC ~ 



sin AÄ* 



sin J55^ 



-^' M 



anmerfung. J)ie®umme -7-— 7-77 + -.--^„; + -7-77^ bel^att 

° sm AA* ' sm J5jB' sin CC 

nur bann einen uuberänberlid^en SBertl^, toenn ber "^unct auf ber 

Äuget einen Sreiö befc^^reibt, ber mit bem greife ABC 

concentrif^ (paratlet) ift.**) SDkn bejeid^nc \>nx6) M 

baö fpprif^e (Sentrum be« Greife« ^50, burdj^ N 

ba^ Sentrum ber Äuget, burd^ O,, ^,, 5^, C^ bie 

6entrat^)roiectionen bon 0, A*, B*, C auf bic ßbene 

ABC. !Dann ift (2) 




0,A, 0,B, 0,C,_ 
AA. "^ BB. "^ CC. ~ *• 



5Rac^ (1) ^at man 0,^i : AA^ ±= fsinO^' : smAA'){NO^ : iV^^), 

u. f. 10.; fotgtid^ 

sin OA* sin OB' sinQC" _ ^^4 
sin AA* "*" sin ^J5' + sin CC ~ iV^Ö^ * 



*) (guter a. a. O. ©ubcrmann nicb. ©^l^äri! 394. 
**) ©teinet (Stelle 3. 2 p. 190. ©ubermann nieb. @^)1J. 393. 
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sin OA* 

aifo l&at bte ©umme . , + . . einen unt)eranberüd^en ©ertl^, toenn 

sm AA 

0| einen nnberänberlid^en ^Äbftanb bon N bel^äft, b. 1&. toenn NO^ einen 
9totation«fegeI bcfd^reibt, beffen äje iVi/ ift^ nnb trenn O einen ftrciö 
bcfc^fteibt, beffen fpl^arifc^ie« 6entrnm M ift. !Dabei ift 

NMy^ = NA cos AM = iVOj cos OM, 

sin OA* Big OB' sin OC^ _ cos QAf 
^i^^ "^ sin ß^ *^ sin CC ~ cos AM* 



tk. ßine gegebene gtgnr ABCD.. toerbe an6 einem beliebigen 
Zentrum S fomol^I anf eine beliebige (Sbene, ate and) auf bie Suge( 
^roiicirt, beren Sentrum S nnb beren SRabiuö eine Sängenein^eit ift. 
ÜDic fp^ärifc^e ^rojection ber gegebenen gigur toirb burd^ A'B'CD' . ., 
bie plane 'ißroicction butc^ ^"5'-C"D" . . bejeidSfnet ffienn ber ^unct 
M ber gegebenen gigur auf ber Oeraben AB liegt, fo liegt feine f^p^* 
rifd^e ^^rojection M' auf bem ^auptfrei« A'B* nnb feine plane ^rojec^ 
tion M" auf ber ©eraben A''B'' bergeftaft, ba§ (1) 

AM _ sin A'M ' SA A**M** ^ sin A'M' SA*' 
BM ~ sin B'M' BS ' B"M" ~ sin B'M* SB" ' 

äu« ben aSerl^ältniffen, nad^ benen ©treden ber gegebenen gigur 
get^eift finb, lönnen nun gormetn gebilbet »erben, beren 333crt^ t>on 
ben Slbftänben SA, SB, . . unabl^ängig ift. ©otd^e gormelu l^eißen 
projectiötfc^^/) in ©etrad^t baß fie il^ren SBert^ bel^alten, toenn 
man bie i^tgut, auf toelc^e fie fic^ be^ie^n, burci^ eine plane dtnttaU 
projection ber gigur, ober iebe ©trede ber gormel burd^ ben ©inuö 
il^rer fpl^ätifc^^en Sentratprojcction erfefet. 3- ®- ^tnn bie $uncte M 

AM BN 

uub N auf ber ©eraben AB liegen , fo ift bie gormel ^^ -rjz. projec* 
t\\>i\d), toeil 

AM BN _ sin A'M' sin B'N _ A*'M" B"N" 
BM AN~ BmB'M' BmA'N ~ B"M** A**N'** 

ffienn auf ben ©eiten AB, BC, CD,.., FA mt& ^oÜ^gon« ber 
Steige nad; bie ^uncte M, N, O, . ,, R liegen, fo ift 

AM BN FR _ B, mA*M * mxB'N* emF'R* _ A**M** B*'N" F^ 
BM CN'AR^ mnB'M' sin C'N' ' ' Bin A'R' ~ B*'M'* OW' * ' 5^R" 

eine proiectibif^e gormel.**) üDer ©ertl^ einer projectibifd^en gormcl 



♦) Poncet et propr. proj. 5 unb (Srette 3. 3 p.213. 

*) ©in 3Jieiccf«jc^uitt«t)etptm6 na^ mniu^ bat^c. (£alc. 215. 
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tarn aus ein« befonbern ^roiefrtoii tet gißur abgeleitet u 
»eitler gemiffe ^uncle in mienblii^e gerne fallen. 

SSenn OP tai ^avntonift^e aRittel (^Hgebra §. l, 9) b 
den OA, OB, OC, . . einet tSevaben ift, fo ^t man 
^OP qp OP 

obev nac^ ©u6ti-actton ber einjelnen Quotienten Don I ^ 
PA PB PC _ 

OA^ OP ^ OC^' ■ 

^u6 biefei: ©feic^uufl folgt 



ain O'A' ^ ain O-B' ^ ein O^C 

0"4" ^ 0"B" ^ 0"C" ^ • ■ 
b. f). bie gegebene ©leic^ung ift ptojectiBift^, 0"P" ifi baS I 
aWittel »on 0"Ä", 0"B", 0"C", . . .*) 

6. 5Da8 Sßtoburt bet SBer^ättniffe (ber @inu«'Ser^lti 
fcenen bie Seiten AB, BC, CA eines getablinißen (fp^atift^ie 
bun^ bie ©eraben (^aupttieife) get^eilt uetbeu, uelt^e einei 
$uuct ber ebene (Sugel) ABC mit ben ^uncten C, A, B 
^dt ben SSJeit^ -1.") 

SBeroeis. SBei bem planen ffiieied AhCO ift {)) 

weit ÄCO = — CAO, u. f. a>. 

iSejel^net utou bie I^eilpuude oon BC, CA, AB burd 
unb eine fp^ärifc^c ßenttalptoiection ber ^uncte A, B, . . 

a; b', . . fo ift 

BP CUAB sin B^P sin OQ ' ein A'E' 
CP AQ BR " fliu OP" ^mA'd' sin ß'ii' 
eine projertioifc^e gormel. Um ben Sßiert^ betfetbeu ju flr 
ctie man bte gigur aus einem beliebigen $unct S auf eine 



') «onctlet EttHe 3. 3 p. 235. a^onrin«: ©tofimanii SreHe 
") StDa'e 'Süitoxtva 1676. Sagl. C^aSleS Ap. hiBt. p. 29» b. 
auffoftuna beS ^loCuc» uon £|eilun3B'Ser^Itii ff^n unb bie »efti 
3ti4ra tii^rt von 3}lübiiiS ^et. ^at^c. i£a!c. 198. 
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mit QRS iJaraÜet ift. 3n ber ^roiectton A"B" , . ip 
unb A"B" mit 0"C" pavaUti, roeil bie ^uncte Q" 
fern finb. ®a^er ift bas Sietal C"A"B"0" ein ^c 
B^CQ ^ _ .y^P " _ 
0/" ÄQ BR ~ O'P" ^ 
Umgete^ fi^ttegt man: Senn ble plane )$otme 
BP CQXB 
CP ^a BR 
ober ble fpprifd^e gormel 

sin BP BinCa smjlÄ 

sLcCPsin^G BinBÄ 

be« Sett^ — 1 ^at, fo bilben bie ®eraben (|)au))tft 

einen iöüfi^el b. ^. fie ge^n burd^ einen '^unct. SB! 

in O, AB Don CO in R' geft^nitten, fo if» 

BP CQ AR' 

CP Äa BB' ~ ' 

, , ... BP CQ AR 

folgli*^^-^^ Bon —1 »erft^iebeii, gegen b 

U. f. ro. 

Slnioenbungen. Senn bie "Seiten BC, CA, 
[inigen ((p^atiji^en) TireiEtfS einen fttei« in P, Q,, Ri 
bie Oerobeu (^jaupttreife) AP, BCi, CR einen ©üfd)' 
ben Strerfen BC, CA, AB werben brei ober eine bnrd 
(juncte P, Q, R innen get^eilt. 91un ift AR = A 
(elbe @a^ gilt fflr SentratprojectiDnen ber ^lanfigu 
foroic für ftereograp^ifi^e ^tojectionen ber fp^ärifi$ei 
§. 5, 20). 

ifflenn AP, BQ, CR ben Perimeter be8 gerobli 
fdien IßreiedS ABC ^olttiren, fo finb P, Q, R bie 
be8 bem Dteiei «ingefc^rtebenen fireife«; fotgtic^ bil' 
einen SSüfc^et. 

3n bem fp^ärifi^en loie im geroblinigen ^reiefl 
BQ, CR einen Siif^el, wenn P, Q, R tie TOitten t 
ober locnn AP, BQ, CR bie glä<$e ^atMren. "•) ^ 
bem elften ^aUe sin BP: sin CP == — t, u. f. ». 
Sülle ift äufotge ber ©tei^ung ARC = CRB (§. 5, 

') Seüa. 

■•) ®(*ul5 ©p^aril II, 52. 

*■') ©teiner Stettt % 2 p. 53. ©ubermonn Stellt 3. 
ep&. 192. 
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sin ^AH cos {CA 

sin {EB ~ cos IbC 



n. f. rx>., fotgttd^ 



sin \ AB sin|5P sin|CQ 



= 1. 



sin ^ MB sin 4 BC sin 4 Qu4 

3uglcid^ folgt au^ ber ©leid^ung bcr gläc^en C^Ä unb QAB (§. 5, 14) 

cot |C4 cot 1^2? == cot|Q-4 cot|^5, n. f. Ö>. 

cot ^ A R cot^BP cot^CQ _ 
cÖHBB cot I PC cötloZ ~ 

3nbcm man ba« Quabrat bcr erften ©Ictd^ung mit bcr jtocitcn (Slcic^unö 
multiplicirt, finbct man 

sin AB sin BB sin CQ, sin 4P sin BB sin CQ 

sin PP sinPC ^iTqI "^ ' sm~PP siiaTCP 8in4Q ~ 

«♦ 5Da« ^robuct bcr SSer^ättntffc, nad^ bcnen bie ©cttcn cinc^ 
^ol^ßon^ burd^ eine ®erabe ober eine (Sbene gctl^eitt tocrben, ift 1. 
S)enfcI6en SBertl^ l^at ba« ^robuct bcr ®inu^*»35er]^ättniffe; md^ bcncn 
bie ©eiten eine« f|)prifd^cn "^ol^gonö burd& einen $am)tlrei« gctl^eift 
loerben.*) 

©emei«. SBenn ABC ein gerabtinigeß !J)reic(I unb MN eine 
©erabe feiner S6ene ift, fo f)at man (1) 

/. ^ w.T^/« ^ ,.*,v.^ . ^^,rx AMN BMN CMN 

(A, B, MN)(B, C MmW, A, MN) = ij^cmÄMN- *' 

u« f. ti). 3Benn AB CD ein unebene« SSiered unb MNO eine beliebige 
Sbene ift, fo finbet man 

(A, B, MNO) (OB, C, MNO){C, D, MNO) (D, A, MNO) = \, 

inbem man (A, B, MNO), . . burd^ Jetracbcrbcrl^ältniffe auöbrüdt (1), 

u. f. tt). 

©ejeid^net man bie Sl^eilpunctc bon AB, BC, . . burd^ B, Q, . ,, 
unb eine f^l^örifd^c ßcntraI<)roicction bcr ^uncte A, P, . , burd^ A\ 
B\ . . (4), fo ift 

AB BQ _ sin A'B" sinP'Q' 
BB CQ sinP'P' sin C'Q' " * 

eine |)roiectibifd^e gormel. Um ben SBcrtl^ berfefben ju finben, t)roj[icire 



*) 'SRtnttau^ Sphaerica in, 1. 2)tcfcr @afe biTbcte, me man an« beut 
5llntaaeft I, 9 erfcnnt, ba« gtmbömcnt bcr alten f^jl^drifd^en ätigonottietrie. S5ergT. 
@(^uDcrt Nov. Act. Petrop. (1796) 12 p. 165. 2)cr ganje umfang bc« ©afteö 
ijl but^ (£atnot Transvers. 3 unb SWöbiu« bar^c. (£aXc. 198 bejHmntt irorben. 
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man bie gigur aud emem (eßeitgen ^unct ber SBene ifi^O auf rine 
etenc, bic mit i/^0 j)araöcl tft. 3n bcr ^roicctiim A!'&' . . pnb bie 
^uncte P'^ Q'', . . unenbßd^ fem, alfo ^at bie |)rojectä()if(!^ gormel 
ben ®ert^ 1- 

Umgele^rt fd^ltegt man: SSenn bod $robuct ber Set^attniffe (bei 
@intt^93er]^a(tntffe), nad^ benen bie ©eiten etned ebenen ober unebenen 
(f|)prif<^en) nCd« geteilt ftnb, ben ffiert^ 1 l&at, unb loenn n — 1 
!ii]^et())nncte auf einer ®eraben ober einer (Sbene (einem fKm)>ttreife) 
liegen, fo Hegt au^ ber (e^te 2:]^eU))unct auf berfetben ®eraben ober 
ebene (^auj>tfrei«). »ergl. 5. 

Sfntoenbungen. ffienn auf BC, CA, AB bie ^mAt P, Q, B 
liegen, »enn man bie ®eraben, auf »elci^en BC, CA, AB, AP, BQ, 
CR liegen, burci^ /, g, h, p, q, r bejeic^net, unb »enn man 

_ BP Cd AR aia gp ainhq sin/r 

'CPAQBR' ^ ^ Bmhp sm/q Buigr 

fefct, fo ift wifi == — 1, toeil (1) 

BPiCP = (Binhp : Bingp) (AB : AC), u. f. to. 

3n bem gaßc, bag bte ©erabcn AP, BQ, CR t>\xx(fy einen ^uuct ge^n, 
i)at man m = — l (5), folgli^ /* = 1. 3n bcm gaüc baf bie ^unrtc 
P, Q, R auf einer (Scraben tiegen, f)at man m = 1, fofglid^ (i = — 1. 

SGBenn in einem !Dreied bie Summe bon jtt>ei 
Seiten unb ber eingefd^Ioffenc ©inlel unberfinbert 
bleibt, fo liegt bie SKitte ber britten Seite auf einer 
beftimmten ©erabcn.*) ÜDie Seiten A^B, BC^, 

tj--X "-» ^1-^1 toc^^^n bon einer ©eraben in A, C, D fo gc* 

fci^nitten, bag 

C^D A^ BC _ 
A^D BA C^C 

3ft nun A^B + BC^ = AB + BC, unb AB = BC, fo finb bie 

A A C C 

aSer^ältniffe —j unb -^ entgegengef efet gleid^, folgtid^ 

Ä,ABC _ _ 9iD ^_ 
BA C]C~ ' A^D 

b. ^. bie aßittc D ber Seite C^A^ liegt auf ber ©erabcn AC. 

SBenn bie 95cr^ältniffe gtcid^ finb, naäf benen bie Strcd cn AB unb 




*) ©teinex «tcüe 3. 24 p. 191, 



%. 1. 2)le ^tef{dlBif(6m Sor 

A'B' in C unc C iurOf eine ©etabe ober 
finb au* bie aSer^äÜiiiffe glei^, nnt^ benen k 
in A" unb BB" \>ütd) biefet6e ®etabe ober 
@bene geti^eiü loetben.*) *J>enn man l^ot 

AA" A'C B'B" BC ^ 

A'A" B'C BB" AC 

A'C BC , ..^ , .„ . 

AA" B'B" _^ 
A'A" BB" ~ ■ 
aöenn bie ©eraben a, b, e unb bie ®eti 
(gbene tjaratlel finb, beifleftait bafi a, b, c mi 
B, C unb A', B', C, a unb 6 mit m 
bie ^uncte A" «nb B" gemein ^oben, 
■ fo ^at (iu(^ c mit m einen ^unct ge* 
mein.") ©enn man l&at (©tereom. 
§. 1, 7) 

AA" _ BB^ V, ^ _ 4!^ -^ 

A"A' ~ B"B' ""^ Cß ~ O'ß" y^ 

fotgtif^ 

AA" A'C" ß'B" BC _ 
A'A" B'C bW ÄC ~ 
alfo liegt C auf bet gbene A"CB". 

Sffienn eine ©bene jioei gegenüberliegenbe 
l^atbitt, fo ^albitt fie m^ bo8 SSotunt beffetb' 
bie Stauten ßC unb AD in .1/ unb ^at' 
Bitt unb bie Santen CD unb Aß in N 
unb P f(^neibet, t^eilt ba« Setraeber AßCD 
in i.toei ^Üi))et, bon benen einer nuS ben 
$^ramiben befte^t, beten gemeinfi^afttici^e 
©pt^e ß ift unb beren ©afen MNOP unb 
OND finb, mö&renb ber onbere bie ^^ra« 
miben umfaßt, beten gemeinfc^aftlii^e ©piße 
C ift unb beten ©afen MPON unb AOP 
finb. ©ie bierfeitigen '^ßötamiben l&aben gleid^ 



•) «(tgl. ^lanira. §. 12, 4. 
**) auf W\tm ©a^e 6eni6l bit HMifail6e äöefdirti 
bololbB. ©tereom. §. 1 . 8. B«gi. aUeier ^irfi 
•*•) Sotmitt m«! SftfrenioiTt'e ©«mmliina VI, . 
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SSafi« unb jufotße ber ®teic^unfl ßjtf = MC gtei^ 
gerner ^at man 

BOD : ÄOP = (DO : OA) (AB : AP), 

BODN : ÄOPC = (DO : OA) (AB : AP) (NB 

AP BM CN DO 

PB MC ND OA " 

PB CN 
•MC- " '"'»""' ÄP'^ ND^'^ 
alfo BODN\AOPC=^ 1. 

^U @etabeti, XDz\i)t 4 ^uticte einer @bene oerbii 
brei neue ^unde, bte burt^ eben fo Diel @eiäbe oerbunbei 
3>ie aemeinfi^flftlii^en ?uncte ber conflruitten ©etabei 
ben tor^anbenen ^«ncteii neue ©erabe, biefe ttteben 
u. f. f. 21mS ben ^Berpitniffen, na^ retX^n jujei ©ti 
bie ouf oerfcbiebenen (Seraben liegen , burt^ je eine @ 
get^eilt finb, fann bae SBer^ä(tni6 beredjnet werben, m 
ünbere ©tvecfe ber Signt \>\\xä) eine ©erabe betfetöei 
33er enl(vre($enbe ©a^ ber ©p^äril ift faft gleic^lautei 
2)ie Sbeneii, meldte butc^ 5 ^uncte be« 9?aumei 
beftimmen tüiebevuni anbete ^uncte, burc^ meti^e neue 
fiiib. Die Cüuftruivten läbenen beftimmen neue ^uncte, 
neue Ebenen, u. f. f. äue ben a5er^ä[tni0en, not^ njelc| 
ber S'dur, bie auf Derfc^iebenen @erabeu unb nit^t fän 
libene liegen, burdb je eine @bene ber gigur get^eit 
ißev^äUiiig beredjnet roerben, no* njefcbem eine anbere § 
buti$ eine ©bene berfetben get^eilt u)itb.*J 

7. 2)8« ^robuet ber ©erpltniffe, aaif benen 
'lJo%on6 biiri$ einen ^ei6 ober eineÄugel gefcbnitten 
ffleieic^inet man bie ^otenj beö ^unrteö A in ©eju 
ober bie Äuget burc^ (A), fo ^t mon in ber S^at 

(AJ (^ (^ __ , 
(B) (C) (A) '' 

aud) bann, wenn einjefne ^aote ton ^urt^f^nittspuncte 

®Q« angegebene ^robuct, n)el((fe» ben unoeräubi 

bat, ift ^)roiectiBif^^^ (4). Xia^er gilt ni(t»t nur ber er 

ber ^piftmt, (onbern eö tann aui$ für ben ^ei« eine 
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))rojicction bcffeBbcu (eine Sinie jtoeiten ®rabc^) unb für bie Äuget ein 
SRctief berfelben (©tereom. §. 5, 11 — eine eüiptifc^e gtäd^e jiDeiteu 
®rabe^) gefegt »erben. 

8* 5ßJenn bie ©trecf e AB foiüol&I in C atö and) in D get^eitt ift, 
fo l^eigt ber Quotient ber SSer^ältniffe (AC: BC):(ÄD:BD) ba« an- 
^armonifc^c SSerl^ältniß ber ^uncte A, B, C, D (in biefer 
Örbnung), unb mirb burd^ {A, B, C, D) bejeid^net; fo bag*) 

{ji, n, X., ^^ — BC BD~ BC AD' 

SBenn ber SlBinlel ber ®eraben a unb b burd^ bie ®erabcn c unb 
d getl^eilt ift, fo l&eißt ber Quotient ber ©inu^^äJeri^ättniffe 

sin ac : sin bc) : (sin ad : sin bd) 

baö anl^armonifd^e SSerl^äUnig ber ©erabcn a, b, c, d, bie 
einen planen SSüfd^et bilben ober »enigften^ mit einer Sbene paraüet 
finb, unb njirb burdj^ (a, b, c, d) bejeid^net 

8Benn ber gläd^enminlel ber ßbenen « unb ß burd^ bie Sbenen y 
unb ö getl^eilt ift, fo l^eißt ber Quotient ber ®inuß=*35er]^ä(tniffe 

(sin ay : sin ßy) : (sin ci8 : sin ßö) 

baö anl^armonifd^e 93er^ältni§ ber Sbenen «, ft y, 8, bie 
einen Süfd^et bilben ober bod^ mit einer Oeraben parallel finb, unb 
mirb burd^ {a, ß, y, 8) bejeid^net. 

3n ber ©pl^äri! üerftel^t man unter bem onl^armonifd^en SSerl^ättniß 
ber ^uncte eine« ^auptlreife« A, B, C, D bie gormel 

^A,B,C,D) = '^'.'^% 

unb unter bem anl^armonifd^en S3er^äÜni§ ber ^auptlreife eine« ©üfd^el« 
a, b, Cf d bie gormet 

. , ,, sin ac ' miad 
{a, b, Cf d) == -^— - : -r—r^. 
' sm oc sm bd 

5Da« anl^armonifd^eSBer^äftnig i)on^uucten einer ®eraben {A^B^ C,D) 
f)at einen pofitiöen SBertl^, toenn bie ^uncte C unb D öon ber ©trede 
AB beibc eingefd^toffen ober beibe au^gefd^Ioffcn finb, einen negati))en 



*) 2)ic anl^amtonifd^en SJcrl^ättniffc fmb jüetit toon STiöbiu^ untetfud^t unb 
auf bic angegebene Seife bejeid^nct »orbcn. 3)a« anl^armonifd^e SSer^Ättniß öon 4 
$uncten einer ©crabcn njirb i)on aWöbiuö ein 2)opi)ctfd^nittSt)er]^ättni6 genannt, 
«ar^c. (£alc. 182 ff. S$ergt. Steinet f#em. (Snttt). 4. Cl^a^le« Ap. bist. p. 32 
b. Ueberf. unb Note 9. ä)er toon (Sl^a^leS eingefül^tte Sfl<xmt rapport anhar- 
monique ift jtoar toenig jutreffcnb, »cit 4 (Elemente bei einem bcjonbem SSert^ 
ii^rc« ani^atmonifci^en ä^et^ältniffe« l^armonifd^ Reißen, toirb aber beibehalten töegen 
ber tofna^me, bic er in ber neuern ©eometric gefunben l^at. 
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ffiert^ bagcgeri; toenn bet eine cingcfc^toffen, bcr anbete au«flef(!^Ioffen 
ift. S9 ^at ben SSertl^ 1; menn D mit C in enblt^er ober unenbHc^er 
gerne xufammenfattt (1). & 1)at ben SBertl^ — i , »enn C nnb D bie 
©tred e AB ber eine innen, bcr anbcre au^cn nadf bemfelBen SBcrl^ältnig 
tl^eiten. 3n bem legten ^aUt i^eißen bie ^nncte C unb D ben ^unctcn 
A nnb B i^armonifc^ jugeorbnet. ^lanim. §. 8, 6. 

ÜDaö anl^armonijd^e S5er^ältni6 öon ®cvaben cineö |)tanen SBüfd^etö 
(a, ft, c, d) f)at einen Jjofitiöen äßert^, wenn bie ©eraben c nnb d ben 
äßinfel a6 (unb ben ©(i^itetminlel) beibe innen ober beibe äugen tl^eilcn, 
einen negatioen SBert^, toenn bie eine ben SEßinfel innen, bie anbeve 
außen tl^cilt- 6« f)at ben XBertl^ 1, xotm d mit c jufammettfäöt. S« 
l^at ben SBertl^ — 1, toenn c unb d ben SBintel ab bie eine innen, bie 
anbere außen nad^ bemfelben ©inu^^SSer^ättnig tl^ei(en. 3n bem legten 
t$alle ^eißt ber ^üfci^el l^armonifci^. Sben fo toirb bad anl^armonifd^e 
S3er]^ältniß bon Sbenen eined ®üf(^etö, bon ^uncten eined ^au))tlreifed, 
bon ^au))ttreifen eined Sdä\6ftü beurt^eilt. 

äBenn bad erfte (S(ement mit bem britten unb bad }toeite mit bem 
bierten bertaufc^t tt>irb, fo b(eibt ber SBertl^ be^ anl^armonifd^en SSer^^ 
l^ältniffed unberänbert. 

(C, D, A, B) = {A, B, C, D), 

CA ^ CB ^AC BC _AC AD 
da' DB ~ AD ' BD ~ BC * BD' 

äßenn ba6 erfte @(ement mit bem jmeiten, ober bad britte mit bem 
bierten bertaufdf^t toirb, fo erl^ätt bad aul^armouifd^e SBerl^ältniß ben 
reciprolen SBertl^. 

(A, B, D, 0(A, B, C, D) = 1, 

"^^" {ßb • Bc){bC ' Bd) "^ ^" ®^^" ^^ ^"^^^ ^^^ überhaupt*) 
(A, B, C, D)(Ä, B, D, E) = {A, B, C, E), 

9« !Da^ an](|armonif(j(^e 33er]^ä(tnig bou ^uncten einer ®eraben 
ift ))roiectibifd^ (4). SBenn man bie ^uncte A, B, C, D einer ®eraben 
auß einem beliebigen ^unct S burd^ bie ©craben a, b, c, d auf eine 
beliebige ©erabe ber (Sbene SAB ^rojicirt, unb bie "^Jroiectionen burc^ 
A\ B\ C, D' bejeic^net, fo l&at man (1) 

{A, B, C, D) = (a, b, c, d) = (A\ B\ C\ D%**) 



♦) aßiJbiu« bar^c. <£alc. 184. 

**) S)iefer gunbamentalfatj ftcbt bereit« unter ben t^emmeu gu (Siictib*« ^on«= 
men in 'ipa<)^)ug <Samntüing VII, 129 ff. ^ergl. i&l^a^Uö a. a.D. unb üeom. 
super. Pref. p. XXI. 




§ 7. S)i« tiOicctiuif^en gormefn. 

auäf bann no($ feinen ^ert^, roenn man bte ^uncte burc^ eim 

fc^i »on @benen auf eine ®erabe ))icii: 

clrt.*) 35ie gbenen «, (J, y, 3, metri^e bie 

©trabe s gemein ^aben, ge^n but^ bie 

^untte A, B, C, D einer ©eraben, imb 

fi^neiben eine beliebiße jiceite ®erabe in A', 

B', C, D'. I)ie ®erabe A'D wirb Den ben 

ebenen ß, y in £", C" gefc^nitten, fo ba6 

bie ©eroben AA', BB", CO" unb B"B', 

C'C, DD' je einen planen Siifc^et bitten. 

'^afjn ift na($.bem obigen @a^e 

(^ J3, C, D) = (A', B", C; D) = {A', B', C, D'). 

SGBenn ber ptaiie Silfcöel Don ©eroben a", b", c", d" ein 3 
f(^nitt beS $üfc^e(s ber Ebenen a, ß, y, S ift, f» f}ai mm ibeni 

(«, ?, Y, S) = (a", i", c", d"). 
3öerben bie ©eraben a", h", c", d" oon einer beliebigen ©erab 
(äbene in A", B", C". D" geft^nitten, fo ift noc& bem Obigen 
(«, ß, y, S) = («" b", e", d") = (A", B", C", D") = (A, B, 

^i^jjitirt raoa alfo bie ^uncte einer ©eroben Ä, B, C, 1 
bie ©eraben a, b, c, d unb burdj bie ©eraben a', b', c', d', bi 
ebenen a, ß, y, S unb bnrc^ bie Ebenen «', ß', f, 6', bie j 
S3üf($el bilben, fo ^at man 

(a, b, c, d) = (A, B, C, D) = (a', b', c% d'), 
(«, ß, y, 6) = C^, B, C, D) = (b-, ß; y', S'), 
(a, b, c, d) = (fl-, h-, c-, d-) = («, ß, y, S) = («', ß', y- 
Unb luenn ein Süfi^el öon ^anptlreifen a, b, c, d eine 
CDU einem ^auptlreiä in ben Runden A, B, C, D, Boti einem 
^anptlreia in ben ^uncten A', B', C, D' gefijinitten mirb, loent 
burc^ bie ^unete eines §auptfeeife8 A, B, C, D foluo^l bie J)"' 
n, h, e, d, aW au(^ bte §aupth:eife a', b', c', d' ge^n, bie j 
SSüfi^el bitben, fo ift") 

{A, B, 0, D) = (n, b, c, d) = (A', B\ C, D'), 
ia, b, e, d) = {A. B, C, D) = (a', b', c', d'). 
anmerlung. Um ben Sert:^ beö an^arraonift^en 5ßtxi}i 



') Sieftir 3«fal^ ifi für ^rnioiufdje Steinente »Dit Sotnot Tranai 
aSatmetn eon äJlHbiue bat^c. Sak. 1% bmiefen isoiben. 

*•) ©leinet [qft. ffintro. 29. 34. ©ubetmonn nieö. ®p'&. 177 ff. 
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Don ^unctcn einer Oeraben (A, B, C, D) ju finben, )fXo\\Axt man bie 
gigur ABCD a\x^ einem beliebigen ^nnct S auf bie ©erabe, wdd^e 

burd^ A |)araflel mit DS ge^t* 3n bet 

^roiection AB* . . liegt D' unenblidj^ fern, 

folglid^ ift 

(A, B, C, D) = (A, B\ C) = AOxB*C'. 

3te]^t man nod^ |)arattel mit AD bie ®e*» 
rabe burd^ B\ toet^e CA in C", i>Ä in 
/>" fd^neibct, fo finbet man unmittelbar 

BCiBD = B'0*:B*D*\ AC*:B'&* 

== Aa : B*C\ AD == 5'£>'', 

AC AD AG AD ,^ ^,^, 

BC BD~ B*0* ' B*D** ~ 

!Baö anl^armonifd^e aSerl^ättnig bon ®eraben ober ßbenen eine« 
Süfd^ete, (a, h, (', d) ober («, /3, y, ö), toirb am einfa^ften bur^ 
{A\ B\ C) auögebrücft, toenn eine mit d ober ^ jjarattele ©erabc bie 
SBüfd&ef in A\ B% C unb in unenblid^er gerne fd^neibet. 

!©♦ SBenn ba« anl^armonifd^e SSerl^ältnig bon ^uncten einer ®e* 
raben {A, B, C, D) ober Don ©eraben einer Sbene {a, h, c, d) ben 
©ert^ n ^at, fo ift*) 

n — 1 n 1 




2IB 
n — 1 



n 



« ober n.AD.BG — AC.BD = 



tang ah tang ac taug ad ' 

©efct man nämlidj^ in ber ©leid^ung 
AC ^ AD 

BC*' Bb^ 

BC = AC -- AB, BD = AD --- AB, fo erhält man 

n.AC.AD — n.AD.AB — .40, ^Z) -j- -AC.^Ö = 0, 

unb burd^ DiDtfion bie erfte ber aufgefteüten ®(eid(;ungen. 

J)ie anbere ©(eidj^ung fann au^ ber erften abgeleitet toerben. SBenn 
bie ©eraben a, b, c, d eine« planm ©fifd^el« Don einer ju a normalen 
©eraben in A, B, C, D gefc^nitten toerben, fo ift 

(A, B, C, D) = {a, b, c,d)^n (9), 
AB ; AC : AD = tang ab : tang ac : tang ad (3), 

fotgtld^ u. f. to. 3Äan l^at aber aud^ (9) 



*) SJetgl rnUXu^ bioi)tr. SBitber (Sei^j. «eridjfte 1855 p. 8). 



§. 7. SDtc ;|)toicctii)ifc^m gotmelu. 369 

Bmbd sin 5c . mi(ad — ab) sin (ac — ah) 

sinaa sin ac siaad suiao sm ac sm ab 

fotglid^ (cot ad — cota6) — n (cot ac — cot ab) = 0, U. f. ti). 

©enn inöbefonbcrc bic gcflcbcncn Sfemcntc l^armonifd^ finb, fo 
ift n 1, olfo 

2 1 I J_ 

"T >ir» / 



AB -4C • AD 
2 1,1 



tang ab tang ac lang ac^ * 

3n bicfcm gaüc l^at bic SRittc M üon ^45 unb bic ®crabe m, tocld^e 
ben ©inlel cd) ^atbixt, bic befonbcrn (Siflenfd^aftcn, baß*) 

X ^ X 7 sin ^ac sin27wc 

tang^^nft = tang mc tang ^df, ^^^ = ^^^^l^^. 

Denn man ^at AD.BG + AC.BD = 0; b. i. 

(^ilf -f MD)(BM + ilfC) + (.4ilf + MC)(BM + MD) = 0. 

yim ift il3f = Mß = — BM, fotflfid^ u. f- to. gcrncr 

£C2 ^ ^40^^ _ {AM + MC) (MB — i ffi 
^D' ~ AD, BD ~ (AM + MD){MD — ilfB) 

_MB^-^—_M^ _ MC 

~ MD'^ — J/iB*^ ~ ilfi> • 

fficnn bic ©crabcn a, b, c, d, m bcn ^unct S gemein l^abcn unb bon 
einer ju m normalen ©eraben in A, B, C, D, M gefd^nitten tocrben, 
fo ift (A, B, C, D) ^ (a,b, c, d)==^ — 1 unb M bic üKitte bon 
AB. 5Rttn ift 

MB : MC ; MD = tangmb : txjugmc : tangmdf 

AC BinacSC ..^ ^^ oo ^ 

== -: — T^?^ (1)/ SCcoamc = SD cosmd, 
AD sin aa SD 

tangmc co& ^mc = ^sin2wc, U» f. tt). 

ätnioenbung. SBenn itoei greife (A) unb (iB) einanber normal 
fd^nciben, fo fd^neibet ieber bon i^nen bic IDiameter be« anbem ^ar* 
monifc^^.**) 3ft C ein gcmcinfd^aftlidl^er ^unct ber «reife, fo ift AC 



*) «<)oUottltt« con. 1, 37. ^oncetct propr. proj. 31. ©ubermann 
ttieb. ©yib. 196. 

**) $onceUt propr. proj. 79. 

eal^er U. 8. «ufl. 24 
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eine Tangente bc« ftreife« (B). ©irb bei: ICiauictcr DD* bc« Äteife« 
(Ä) i)on bem fttet«(i5) in E unb -E' gefd^nittcn, fo i^t äE.AE*=^äC^ 

= ^D'2 unb (Z>, D', E, £') ==: — 1. !Daf* 
feCbe gilt bon iioei fi^ noTmat ((^neiben^ 
ben kugeln. !Den entf))re(i^enben @a$ fibet 
jtoei fid^ normal fd^ncibcnbc Ärcife einer Sa- 
gel l^at ® üb ermann nieb. ®|)l^. 307 gc* 
geben. 





11 ♦ t>k 2)iagenalcn ber burd^ 4 ®c- 
rabe einer (Sbene beftimmten SSiereiJe tl^eiten 
einanbcr l^armonif d^» *) 

©etoei«. ÜDie ®erabcn AB, BA\ A'B\ 
B*A bilbcn 3 SSierede mit ben diagonalen 
AA', BB\ CC\ fo baß AA' öon BB' unb 
CC l^armonifdjf getl^eitt loirb, n. f. ». ÜDad anl^atmonifd^e SSer^ältnig 
ber ^uncte A, A\ unb ber beiben ^uncte, »eld^e bie ®erabe AA' mit 

^ BB' unb CO gemein ^at, toirb nad^ (1) burc^ 
-^ (^, A\ BB% CC) bejeid^net. Um feinen SBertl^ 
^^ ju flnben, j)roiicire man bie gignr an« einem 
beliebigen ^unct S beö JRaumed auf eine 
ebene, bie mit ber ebene CCS j)araael ift. 
!Cie protection be« SSieredC« ABA'B* ift ein 
^araüelogramm (5), bie ^rojectionen bon AA* unb BB' l^atbiren ein* 
anber, bie ^ßrojection t)on CG* ift unenblid^ fern. ICa^er ift {A, A', 
BB\ CCO = — 1. ebenfo flnbet man {B, B', CC, AA*) = — \ 
unb {C, a, AA*, BB*) = — 1. 

©erfetbe ®afe gilt öon ben 3)iag0nalen ber burd^ 4 ^aut)tfreife 
einer Sugel beftimmten fpl^ärifd^en aSieredCe. 

Slnmerfung. ©ejeid&net man bie gcmeinfd^aftltd^en ^uncte ber 
35iagonaten burd^ F, G, H, bie ajiitten ber diagonalen burd& A'*, B'% 
0\ fo l^at man (10) 

A*'A'^ = A''O.A*'H, B**B'^ = B*'H,B**F, C"C^ = C'F.C'G. 

^ierau« fd^liegt man, ba§ bie t)on A'* bi« an ben Ärei« FOH reid^enbe 
Siangente beffelben fo lang ift atö A'^A, u. f. to., bag atfo bie Äreife, 
bon benen A unb A\ B unb B', C unb C ®egen))uncte finb, ben Ärei« 
FGH normal fd^neiben. 3)iefe «reife bitben einen Süfd^el (^lanim. 



*) ©et 1Ja))^u« VIT, 131 fitibct fi* eine Uttifd^rung bicfe« often @aie8, ber 
tticl^ttnat^ rclprobucirt toorbcn ift, ncucrlid^ toonCarnot g^om. depos. 225. ^ergL 
^onceUt propr. proj. 155. 



1^. 
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§. 14, 11), alfo liegt baö ecntrum i^rc« Ortl^ogonaffrctfcd Föfi' mit 
bcn gcmcinfd^aftUtif)cn ^uncten P, P' bc« ©üfd&cK auf bcr ginic glci* 
dj^cr ^otcnjcn in ©cjug auf bie Steife bee Süfd(|cte. !l)ic gemeinfc^aft^ 
ßd^c ©cl^ne Pr bc« ©üfc^el« toirb burd^ beu Drtl^ogonalfceid FGH 
j^armonlfd^ getl^iö, »eit fie burd^ fein Sentrum gel^t (10, Slnm.) 

Slel^nltc^e aJemerlungen gelten bon bcr entfi>red^enben fpl^ärifdjfen 
Sigur.*) 

aSenn man bie ©ettcn eine« ©reied!« FOH l^armonifd^ nac^ ge* 
gebenen aSerl^ältniffen tl^eilt, beten ^tobuct 1 ift (betgL 5 unb 6), 

FC : OC =FC i CG = p : q, 
Oä: HÄ = GA' : Ä'H = q l r, 
HB : FB = HB" : B'F = r : p, 

fo bilben bie Steife, bon toeld^en A unb A\ B unb P', C unb C 
®egen|)uncte finb, einen öüfd^et. üDie gemeinf^afttid^en ^uncte P, P' 
biefet Steife l^aben eine fold^e Sage ju ben ^uncten P, G, H, bag 

FF : GF : HP = FF" : GP* : HP = p : q : r 

(${anim. §. 8, 6). Die gemeinfd^aftlidj^e ©el^ne PP^ toitb bon bem 
Steid FGH notmal unb l^atmonifd^ getl^eilt* 

12« SBenn baö jtoeite SIement eine« anl^atmonifd^en Setl^ättniffe« 
mit bem btitten bettaufd^t mitb, fo etl^ätt ba« anl^atmonifd^e SSetl^ält^ 
nig ben SBettl^, bet ba« gegebene anl^atmonifd^e 3Set]^äItni§ ju 1 et^ 
' flänjt. ♦♦) 

I. (A, B, C, D) + {A, C, B, D) == 1. 

3)tadi^t man nad^ 9, Slnm. 

{A, B, C, D) = {A, B\ O), 
fo toitb aud& 

(^, c,B, D)^iA, a,B*). ::4 

5Run ift (4 ^\ C') + (A, C, PO = 1 (2), folglich u. f. ».• 

gilt 4 ^uncte A, P, (7, D einet Sbcne unb bie ©etabe EF bet^ 
felben l^at man 

n. {A, B, CD, EF) + {A, C, DB, EF) + {A, D, BC, EF) = 1, / 

unb füt 5 ^uncte A, B, p, D, E be« JRaume« unb bie ebene FGH 

in. {A, P, CED, FGH) + (A, C, DEB, FGH) + (.4, D, BEC, FGH) 

+ {A, E, BCD, FGH) = 1, 



\^- 









-Af'^ 



— •■*' r 
■•■■ii?', 

r -Vi 






*) ©ttbctuttttttt amVf^t <^v^. p. 138. 33ergt CBa^le« geom. supöt. 345. ^^i' 

SWöbiu« Scibs. «cri(3Sfte 1854 p. 87. '^ 

**) a^öbtue ^atvc. (£alc. 184. '"" 
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toenn »ieberum in einem anl^armonlfd^en SSerl^ältnig neben ben $uncten 
Ä, B bnrd^ bie ®erabe €D ober bie @6ene ODE i^r iDurd^fd&nitt mit 
ber ©eraben AB bejetd^net loirb, u. f. to. ^rojicirt man nämtid^ au^ 
einem beliebigen ^unct S bie (Sbene -45CD anf bie gbene, toelci^e butd^ 
A ^)araüel mit ber Sbene EF8 gel^t, unb bejeid^net man blc ^rojection 
bnrd^ AB* . ., fo ift (9) 

(iä, B, CZ), EF) = (i4, JB', C'Z)0, U. f. to. 

^iernad^ fliegt bie ©leid^ung (II) anö ber jnjeiten ber oben (2) bemie*^ 
fenen ©teid^ungen. Die (Slei^ung (III) toirb au« (II) eben fo abgelei- 
tet, toie bie britte ber bett>iefenen ®Ieid(fungen (2) au« ber j^eiten, ober 
avi6) birect burd^ ©etrad^tung einer Sigur, bie mit ber gegebenen 9taum^ 
fignr t)erfpectibifd^ unb coBinear ift (©tereom. §.5, 11), unb in toelc^er 
ben ^uncten ber Sbene FOH unenbtid^ ferne ^uncte entf})red^en. 



.8» 9lu« ber ©(eid^ung (12, I) folgt ol^ne ©eitere« für 4 ^uncte 
A, Bf C, D einer ©eraben 

AB. CD + BC.AD + CA. BD = 0. 

aSergt. "^lanim. §. 14, 15* 

Sei 5 ^uncten A, . ., E einer Sbene l^aben bie anl^armonifd^en 
aSerl^ältniffe bon ^uncten einer ©eraben {A, CE, B, DE) unb (-4, C\ 
BE, DE) benfelben SBertl^, at« ba« anl^armonifd^e SSerpttnig »on ®c* 
raben {AE, CE, BE, DE), ©ei 6 $uncten A, . ., F be« »iaume« 
l^aben (A, CEF, B, DEF) unb {A, C, BEF, DEF) benfelben SBert^ 
(9). golgtid& ift in biefen gälten au* 

{A, B, CE, DE) + (A, C, BE, DE) = 1, 
{A, B, CEF, DEF) + (A, C, BEF, DEF) = 1. 

3nbem man bie SSerl^ättniffe, nad^ benen -4J5 unb AC gefd^nitten »er* 
ben, burd^ SSerpltniffe bon Dreiedöfläd^en ober Sletraeberbolumen au«* 
brüdCt (1), erhält man*) 

für 5 ^nncte einer ßbene 

ABE.CDE + BCE.ADE + CAE.BDE = 0, 

für 6 ^unctc be« SRaume« 

ABEF.CDEF + BCEF. ADEF + CAEF. BDEF = 0* 

9lu« ber ©leid&ung (12, II) folgt eben fo 
für 6 ^uncte einer ßbene 

ABC. DEF 4- ACD.BEF + ADB.CEF x= BCD.AEF, 

für 7 ^unctc be« SRaume« 

ABCG.DEFO+ACDG.BEFO+ADBG. CEFQ=BCDG. AEFG. 

*) SWongc unb 3»öbitt«. SScrgl. be« »erf. 2)eterm. §. 3, 11. 
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Slu« ber (Steiel^ung (12, IH) fotgt für 8 "?unctc bc^ SRaumcö 

BCDE.AFGH + ACED.BFGH + ÄDEB.CFGH 
+ ABEC.DFGH + ABCD.EFGH = 0. 

änmerlung. Die ©leic^ung (12, I) befielet auc^ bann, loena 
an btc ©teile ber ^uncte einer ®eraben ®erabe gefegt merben, bie mit 
einer Sbenc paxaüti pnb. Demnad^ ift 

(a, 5, c, (?) H- {a, c, b, d) = 1, 
sin ab sin c£? -\- sin 5o sin axi + sin ca sin &£? = 0. 

SBergl. §. 4, 6. ffienn bie ©eraben a, b, c, d einen $unct eine« Greife« 
gemein l^aben, nnb ben Sret« außerbem in A, B, C, D fd^neiben, fo 
t)erl^atten fid^ bie ©eignen AB, BC, . . tpie bie ®inu« ber fie einfd^tie§en* 
ben 5ßerij)l^erietpinfet, nnb man f)at 

AB. CD + BC.AD + CA. BD = 0, 

wie a. a. O. beriefen toorben ift. 

SBenn ba« ©reied ABC au« bem beliebigen ^unct S hnxä) bie 
©eraben a, b, c jjroiicirt wirb, fo l^at man §. 6, 14 

8ABC = iSA.SB.SCBinabc, 

^kxmäf fliegen au« ben gefunbenen ©leid^ungen für !Dreiede einer 
ßbene bie goniometrifd^en Sielationen für 5 unb 6 ®erabe be« 9ianme«*) 

sina^e sin ccZc + Binbce sin ade + sin cac siabde = 0, 
sin abc sin def -f- sin acd sin bef -\- sin adb sin cef = sin bcd sin aef. 

lA* I. SBenn bie anl^armonifd^en aSerpltniffe (^, B, C, D) unb 
{A\ B*, C\ D*) t)on ^uncten, bie je auf einer ®eraben liegen, gleid^e 
SBert^e ^aben, unb bie ©eraben AA', BB', CO einen ?unct S gemein 
l^aben, fo bilben AA\ BB\ CC, DD' einen |)lanen Süfd^el. e« finb 
bie an^armonifd^en SSerl^ättniffc (9) 

(AS, BS, CS, DS) = (A, B, C, D), (A'S, B% C% D'S) = (A^ B\ C, D% 

mithin (AS, BS, CS, DS) = (A'S, B'S, CS, D'S). 5«un faßt AS mit 
A'S, BS mit B% CS mit CS jufammen, alfo aud^ DS mit D'S (1). 
aaSenn inöbefonbcre (A, B, C, D) = (A\ B\ C\ D) ift, fo bilben 
bie®eraben AA\ BB\ CC einen |)lanen ©üfd^et.**) öejeid^net man 
burd^ S ben gemeinfd^aftlid^en $unct ber ®eraben AA* unb BB*^ fo ift 

(AS, BS, CS, DS) = (A'S, B% CS, DS), 

*) üDic SÄMid^fcit berartifler 9?ctatiOttcn l^at ^oucelet angebeutet: propr. proj. 
45 unb Srctte 5 3 p. 265. 

**) ^a^^>tt« VII, 136 unb 142. Steinet \^\t. dntxo. 14 unb 31. Sljaete« 
g^om. sup. 38. 
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5Run fäöt AS mit A'S, BS mit B'S jufamtnen, atfo föttt m<S) CS mit 
OS xufaöimen. 

n. SBcnn ferner bte attl^armonifd^en 95er]^ättntffe (a, b, c, d) unb 
{af, h\ &, d') t)on (Seraben ^taner ©üfd^cl gteid^ finb, unb bte Durd^^ 
fd^nittöj)uncte aa*, hh\ cc* auf einer ®eraben r liegen, fo fd&neiben pti^ 
d unb d* auf berfefben ©eraben. ©enn xufotge bet aSorauöfefeung 
finb bie anl^armonifd^en SBerl^ältniffe bon 5ßuncten (ar, hr, er, dr) unb 
(aV, Vr, c'r, d*r) cinauber gleid^. 9iun faßt ar mit aV, hr mit 6V, er 
mit cV jufammen, alfo aud^ dr mit d*r. 

SBenn in«6efonbere (a, fc, c, cZ) = {a*, b\ c*, d) i% fo liegen bie 
^uncte aa*, hb\ cc' auf einer ®eraben. 5Denn bie ®crabe, totld^t bte 
^uncte aa' unb bb' entl^ätt, toirb bon ben ©eraben ber beiben ®üfd^et 
fo gefd^nitten, ba§ (aa^, bV, c, d) == {aa\ bb% c*, d), u. f. to. 

TU. SBenn bie ebenen «, ß, y, ^ unb a', /5', y', 5' je einen m^ 
fd^et bilben, unb unter ben Oeraben ««', ßß\ yy\ SS* irgenb jnjei einen 
•iPunct gemein l^aben, fo ^aben aüe benfetben gemein. 3)enn ber gemein^» 
fd^aftlid^e ^unct ber Oeraben ««', ßß' liegt auf ben Sbenen a, ft «', 
ß% folglid^ auf ber gemeinfd^afttid^en ©eraben fomol^t ber Sbenen cc, 
6, y, S, al« aud& ber ©benen «', ß\ y\ S\ mitl^in auf ben ebenen y, 
S, y\ S\ b. 1^. auf ben Oeraben yy' unb SS\ 

aBcnn bie anl^armonifd^en SSer^ältniff e («, ß, y, S) unb (a', ß\ y', S') 
bon ebenen, bie je einen ©üfd^el bilben, gleid^ finb, unb bie ©eraben 
aa', ßß*, yy* auf einer ebene e liegen, fo bitben bie ©eraben ««', ßß\ 
yy\ SS* einen ))Ianen ©üfd^et. Denn biefe ©eraben l^aben einen ?unct 
gemein, unb bie anl^armonifd^en SSerl^ättniffe bon ©eraben («a, ßB, ys. Se), 
{a*B, ß*e, y*s, S*b) fiub gleid^, alfo fäüt Sb mit S*b jufammen, b. 1^. SS* 
liegt auf b. 

aBenn in«befonbere («, ß, y, S) = («', /5', y*, S) ift, fo bitben bie ©cra«» 
ben ««', /5/3', yy* einen planen ©üfd&el. 2)enn bie ©eraben ßy unb /3y 
liegen auf ber ebene S unb l^aben be^l^atb einen ^Junct gemein, ber 
auf ben ebenen ß, y, ß*, y', alfo aud^ auf ben ©eraben ßß*, yy' liegt 
Sejeid^net man bie ebene ber ©eraben ßß*, yy* burd^ b, fo finb bie 
anl^armonifd^en 95erp(tniffe bon ©eraben («f, ßs, ys, Sb\ («'«, ß*B, y*B, Sb) 
gteid^, alfo fäüt «a mit a'a xufammen, b. 1^. ««' liegt auf a. 

Slntoenbung. ffienn bie ptanen (fpl^ärifd^en) 2)reiede ABC unb 
^'J5'C jjerfpectibifd^ liegen (Stereom. §. 5, 7), fo liegen bie gemein^^ 
fd^afttid^en "^uncte ber entfpred^enben ©eraben (^auptlreife) AB unb 
A*B*, BC unb B*C*, CA unb C*A' auf einer ©eraben (^auptlrei«j, unb 
umgelel^rt. *) ©e^eid^net man burd^ F ben ^unct, »etd&en AB unb 



*) ©ubcrwaun nieb. ^^^nl 211. d^a^M g^om. sup. 365. 
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A^B' gemein l^ben, fo finb jufotge bcr |)erfj)ectij>lfd^n Sage bie onl^ar* 
monifd^en aSer^ättniffe bon ^uncten {A, B, CG*, F) unb {A*, B', CC, F) 
einanber g(etd^. 9[(fD finb and^ bie anl^atmonifd^en S3erl^ältmffe bon 
©craben {AC, BC, CO, FC) «nb {A'C\ B'C, CO, FO) einanber gleid^. 
golflUd^ liegen bie gemeinfd^oftüci^en ^uncte bcr ©eraben AC unb A^O, 
BC unb B'O mit F auf einer Oeraben. U- f. tt). 

15» aSJenn jtpei 2:ongenten eine^ Slreife« ober einer plamn Sentrat* 
^rojection be^ ^eifeö (einer Sinie gtpeiten (Srabcö) bon 4 Sangenten 
berfelben Surbe bie eine in A, B, C, D, bie anbere in A*, B\ O, D' 
gc[d^nitten »erben, fo finb bie anl^armonifd^en aSerl^attniffe ber ent^ 
fpred^cnben ^uncte gleid^.*) 

SBenn jtt>ei ^uncte eine^ ^reifeö ober einer })Ianen Sentratprojec^ 

tion beö greife« mit 4 ^uncten berfelben Surbe ber eine burd^ bie 

®eraben a, b, c, d, ber anbere burd^ bie Oeraben a\ b\ c'/ d' t)er* 

bunben »erben, fo finb bie an^armonifd^cn 95er^5Itniffe ber entfpred^cn* 

ben (äeraben gteid^. 

• 

Söttoü^. .^egeid^net man ba^ Zentrum 
be« «reife« burdf^ M, fo finb bie ffiinlet 2AMA', 
2BMB', 2GMO, 2DMD' Don berfelben ©röge 
(^lanim. §. 6, 13). SBirb bie gigur MABCD 
in i^rer Sbcne um ben ^unct M gebrel^t, bi« 
A auf bie ©erabe MA* fäöt, fo faüen B, C, 
D auf bie ©eraben MB', MO, MD*. ICal^er 
ift {A, B, C, D) = {A*, B*, O, D*) in aüen 
})Ianen ©d^nitten eine« bie gegebene gigur j)ro*. 
jicireriben Segetö (9). 

»nbrerfeitö finb bie SBinlel 2aa*, 2bb', 2cc*, 
2dd* bon berfelben ©röße, loenn i^re ©dieltet 
auf einem Äreife liegen (^lanim. §. 4, 2). 
S)re]^t man bie gigur abcd in i^rer Sbene \xm 
ben $unct, ab, biß bie ®erabe a mit a* paraöet loirb, fo »erben b, 
c, d mit V, c*, d* jjaratteL Da^er ift {a, b, c, d) = (a*, b*, &, d*) in 
allen planen ©d^nitten eine« bie gegebene gigur })roiicirenben Segetö. 

Umgelel^rt f daliegt man: 

SBenn bie ^uncte A, B, C, D unb A*, B*, O, D* auf je einer ®e- 
raben berfelben (Sbene fo gegeben finb, ba§ {A,B,C,D)^{A\B*,0,D% 





*) 2)ic @äfec bicfc« SlrtifcW. xotlö^t nebjl ben barau« abgeleiteten ©S^en au(j^ 
für f))]5Srif(ijfe ^rojlectionen bc« ÄtelfeS gelten, öcrbanft man Steinet ft?$. @ttt\ü. 
37 ff. 
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fo Ut&ptm ble ©eroben AA', Bff, CO, DD" eine b<fl 
unb A'B' betü^rte ?i«ie jiceitni ®rabe«. 

aSenn auf einet ebene bie ©etaben a, b, c, d uti 
je (inen ®iif$e( bilben, fo baf («, b, c, d) = (a', b', &, • 
^uncte aa', 66', cc', dd' auf einer beftimtnten bur^ bie 
a'h' ge^nben Sinie jioeiten @Tabe«. 

9etDei«. Serben jwet Siangenten einer Suibe b 
ätt bon 3 ijanßenten berfetben Sutoe in A, B, C unb 
einer anbetn ©eraben in D unb !> fo gefd^nitten, bog 
= (^', B', C, D') ift, fo tft />D' eine longente berfelben 
bie gutse nii^t bon DD', fonbem »on DE' berührt, fo ttä 
= (A', B', C, E') »erf^ieben Don (A', B', O, D"). 

änmeitung. ^er temiefene 'Dopfielfag tann ntil 
audgebrüdt merben wie folgt: 

^utc^ biefelben 4 3:^angenten einer Stnte jtoeiten 
auf allen onbetn jTonflenten berfetben 8inie gleiche an^c 
^äüniffe Bon ^nntfen beftimmt, j. S9. {A, B, G, D) = {A', 1 
Unter bem an^armonifi^en SÜer^SItnig bon 4 %<ii 
8inte {toeiteu ®rabeä rcirb baS an^armonifd^e : 
'^uncten berftanben, bie bun^ bie gegebenen langentcn 
bigen anbern S^angente beftimmt »werben. 

iDurtd blefelben 4 ^uncte einet Sinie iloeiten Ora! 
otlen anbern Runden berfetben Cinie gleiche anl^armonif 
Bon (Seraben beftimmt, j. ©. {AE, BE, CE, DE) = (^AE', . 
= ... Unter bem an^armonifc^en äJer^äÜnig Bi 
einer Stnie jnjeiten ®rabee mttb bae an^atntoni 
Bon®etabenBerftanben,Bjeli$ebiei], „ 
mit einem beliebigen ?unct ber Surbe oerbinben. 
SJier langenten einer Sinie jroeitcn @rabe« 
ober Bier ?uncte berfetben finb bemnad 
nifi$, »enn i^t an^tormonifc^ee ®er^ 

mtxti} — 1 ^at. 

iiaS an^ormontfc^e aSerl&ottnig Bi 
genten einer ßinie iioeifen ©rabeß §al 
SBert^ fltfl ba6 anöotmonifcöe SJer^äl 
Serü^rungSpuncte.*) ®enn A, B, 
^Puncte eineSÄreife« finb, unb bie buti$ 
longente Don ben burt^ A, B, C, D ge^enten Tangenten in - 



') @t(inei |9|l. Sntw. 43. St^aSItS g^m. snp^r. 663. Snal. 
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D* gcfd^nittcn loirb, fo finb bic ®craben RA^ RB, RC, RD notmat 
ju bcn (Setabcn, mctd^e bic $unctc Ä*, B*, C\ D* mit bcm Zentrum 
M ücrbinbcn. S)rc]^t man bic gigur RABCD in i^rct Sbcnc um bcn 
^unct R, bi« RA mit MA'.poxaüzl ü>irb, fo tocrbcn RB, RC, RD 
mit MB', MC, MD' paxaütl SDal^cr ift 

{RA, RB, RC, RD) == (MA', MB', MC, MD') = (A', B', C, D'). 

16» SBenn mit 3 ©crabcn p, q, r, i>on bcncn nid^t imi auf einer 
(Sbene Wegen, 4 (Serabe a, b, c, d je einen ^unct gemein l^aben, fo finb 
bie anl^armonifd^cn SScrpItniffe üon Runden 

(pa, pb, pc, pd), (qa, qb, qc, qd), {ra, rb, rCf rd) 

j)on berfetben ®ri}fc. Sine ®erabe s, bie mit 3 unter bcn ©eraben 
a, b, c, d je einen ^unct gemein l)at, l^at audif mit ber bierten einen 
^unct gemein, unb liegt bemnad^ auf bcm fowol&t burd^ bie ©eraben 
p, q, r ate aud^ burd^ bie ©erabcn a, b, c beftimmten gerablinigen 
^\)ptxioioit>. ©tercom. §. 1, 8.*) 

S3cti)ciö. 5lufber®era* 
bcn q tDcrben 4 ^uncte A^,B^, 
C^, D^ beliebig angenommen» 
35ic Sbenen pA^, pB^, pC^, 
pD^ fd^neiben bie (äcrabe r in 

A/ ^2f ^2/ ^2 fOr ^^% ^iß 

©eraben -4^-42, ^1-02^ Q^2f 
D^D^, ttjeld^e burd^ a, b, c,d 
bejeit^net toerben, mit ber ®e^ 
rabcn p bie ^uncte A, B, C, 
D gemein l^aben, 5ßun ift (9) 

{A„ B„ C„ D,) = (pA^, pB„ pC„ pD,) = {A^, B„ C^, D^), 
(A,, B„ C„ D,) = (rA„ rB„ rC„ rD,) == {A, B, C, D), 

fotgtid^ 

{A, B, C, D) = {A„ B„ C„ D,) -- (^2, B^, C„ D,). 

^urd^ einen beliebigen ^unct ^3 ber ®eraben a jiel^e man bie 
®erabe s, njeld^c b unb c in ^3 unb C3 fd^neibet, unb bie ®erabe t, 
toeld^e b unb d in B^ unb D^ fd^neibet. 35ann ift nad^ bem beriefe* 
neu ©a^e 

(B, B„ B„ B,) = (A, A„ A^, A,), 
(B, B„ B„ B,) = (A, A„ A„ A,), 

*) steinet f#. (SnttD. 51, HI. (Sl^aSle« Ap. bist. Note 9. SDie jtoci 
@^jtcme i)Ott Ocraben beö l^^^serbolifd^cn ©^^erboloibS fmb in einem bcfonbern gaUc 
toon SBren, attgentein öon Sftonge entbedt toorben. SSetgt SBa^te« Ap. bist, 
p. 238. b. Uebetf. 
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(B, S„ ßj, B,) = (B, B^, B^, B^). 

faßt B^ mit £3, ( mit « jufamraen, unb s ft^neibet ble ®e= 

[gelehrt fc^Iießt man: 

:nn jmet Oerabe ti^t ouf einer (Sbene liegett unb ouf ber einen 
cte A, B, C, D, auf bet onbetn bie ^uncte A', B', C, TV [0 
finb, baf {A, B, C, D) = {A\ B', C, D'), fo liegen bie ©etaben 
B', CC, Diy auf einem beftimmten geroblinigen ^^per&oloib, 
bie ®eraben AB unb A'B' enthält. Unb Wenn bie an^armoni» 
Et^ättnlffe fßii Ebenen, bie je einen Süfi^et bilben, (w, ß, y, S) 
ß', y', 6') efnanber gteii^ finb, fo (icflen bie ©eraben a«', ßß', 
auf einem beftimmten gevabliniflen 5?pEv6o(Dib, roelc^efl bie ®e» 
3 unb a'ß' enthält. iDenn eine ©eiabe r, meti^e bie @)eiaben 
?', CC ftJ^neibet, ^at aud^ mit DD' einen ^nnct gemein, well 
irmonif(^en ajet^ältniffe Bon ebenen 

(rA, rB, rO, tD) unb M', rB', rC, rD") 
ffiert^e ^aben, alfo bie @benen tD unb rD' (ufammenfaüen. 
'- ®erabe r, roet^e bie ©eraben ««', ßß', yy' ft^neibet, ^at au<^ 
einen 'ißunct gemein, taeii bie an^aimonifi^en ^er^äUniffe »on 

(r«, rß, ry, r6) unb {ra', rß', ry', rS') 

Berthe ^aben, alfo bie Spuncte rS unb rS' jufammenfaßen. 
merlung. ©urdj biefelben 4 ®eraben a, b, c, d eines gerob* 
El^erboloibö, bie ju einem Softem gehören, fo baß nii^t jmel 
r 6bene liegen, »erben auf allen geraten beS anbern @^ftem8 
gleii$e an^armonifc^e SBer^ältniffe oon Runden beftimmt. Unter 
^ormonifc^en35et^ltni6i)on4®erabeneine85'^P*f' 
S wiib baä an^armontfc^e Sßet^ältnig Don Runden Derftanben, 
ie gegebenen ®eraben (beö einen @^ftem8) auf einer beliebigen 
I (bee anbein @^fteme) beftimmen. 
einem ^^))eibßioibif4)en (ober paraboloibif(!^) ©et^Sed nie 
jC,^, gelten bie 3)iogonalen AC^, BCj, B^A, burd^ einen ^unet 
I. §. 5, 7 Mnm.*) 

. SßJenn ba« ©ec^Secf ABCDEF einem Siteife (einer planen 
ärlfi^en fiinie jtteiten ©tabe«) eingefc^viefcen ift, fo (iegen bie 

>anbeUn <Sia%. ann. 15 p. 3^3 unb 16 p. 329. J^eite SttSt 3. 24 
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35uTci(^fd^ntttc ber geflenüberlicgcnbett ©citen AB unb DE, BO unb EF, 
CD unb FA auf einer (^a«cal'fci^eu) ©eraben.*) 

SBenn ba« ©ed^^cd abcdef einem Äreife (einer ))Ianen ober ft)^äri* 
fd^en 8inie jtDeiten ®rabe«) umgefd^rieben ift, fo gel^n bie ©eraben, 
ipetd^e bie gegenübertiegenben Sdpuncte ab unb de, he unb ef, cd unb 
fa loerbinbcn, burd^ einen (®riand^on'fd&en) ^unct.**) 

© e tt) e i «. Die anl^armonifd^en aSerpitniffe t)on 
®eraben 

{FC, FD, FE, FA) unb {BC, BD, BE, BA) 

l^aben bcnfetben SBcrtl^, nämlid^ ben SBertl^ be« an* 

l^armonifc^en SSerl^ättniffe« t)i>n 4 beftimmten 'iPunc* 

ten einer 8inie jmeiten ®rabe^ (15, Slnm.). Die 

©uferet t?on @eraben beftimmen, ber eine auf ber ®craben CD, ber 

anbere auf ber ©eraben DE, bie gteid^en anl^armonifd^en aSetpItniffe 

üon ^uncten (9) 

{C, D, FE, FA) unb {BC, D, E, BA), 

Dal^cr (14) gel^n burd^ einen 5ßunct 

bie ©erabe, tpetc^e C mit bem gemeinfd^aftlidj^en ^unct ber ®e* 
raben BC unb DE öerbinbet, b. i. BC, 

bie ®erabe, toeld^e ben gemeinfd^aftUd^en ^unct ber ®eraben CD 
unb FE mit E tjerbinbet, b. i. EF, 

bie ®erabe, loetd^e ben gemeinfd^aftüd^en ^unct ber ®eraben CD 
unb FA mit bem gemeinfd^aftlidf^en $unct ber ©eraben AB unb DE 
i>erbinbet. 2ltfo entl^ätt bie britte ®erabe ben gemeinfd^aftlid^en $unct 
ber beiben erften. 

35er Setoei« be« jugeorbneten ©afee« »irb ebenfo mit gegenfeitiger 
SSertaufd^ung t)on ®eraben unb Runden gefül^rt. 

Umgele^rt fd^Iie^t man: S35enn ein ©ed^öedE eine ^a^caffd^e ®e^ 
rabe ober einen Sriand^on'fc^en ^unct l^at, fo ift ed einer beftimmten 
Öinie jmeiten ®rabe^ tm ober umgefd^rieben. 

SInmerfung. üDurd^ 6 ^uncte ober SEangcnten einer ßinie jweiteu 
®rabe^ »erben mel^rere ^a^caffd^e ®erabc ober ©riand^on'fd^e ^uncte 
beftimmt, bie loieberum befonbere Sigenfd^aften l^aben.***) 

18. 35ie in (17) beioiefen'en ©äfee gelten aud^ bann nod^, tt)enn 
an bie ©teüe ber ginie iioeiten ®rabe« jioei ®erabe ober 5|}uncte treten. 

*) ^a^cal Essai pour les coniques, lemme 1. 2)icfe0 ©cci^Setf toirb i)Ott 




tootbcn. SJgl. ^lanint §. 4, 6. (£rettc 9. 5 p. 268. 41 p. 269 unb 66. 58 5^174. 
68 p. 193. • 



@t44Ue fßaä). Xiisenontttric. 

lo^Strf ABCDEF bret HM^tfol 
abtn, bie übrigen auf einer 
xä}]ä)müt bei gegenütxrttegen 
)D nnb f ^ auf einer @eiabe 
•UfetS abedef btet ntc^tfolgenb 
rigen bun^ einen anbern ^m 
gegenübecliegenben (&dpm<te 
iben, batd) einen ?nnct.") 
8ekDei4. ^ejei^net t 
f^aftlii^n funde von ..!£ 
G, Don BC unb EF bur(^ j 
ACE butd^ J, öon es unb 
Bon ACE unb BDF bnx^ 
(L, J, A, E) = (L, 
(L, J, E, G) = (L, 
fctgtii^ burc^ äßnltipttcotion 
[L, J, A, C) = iL, , 
X)a^er (14) ge^n bie®erab 
burd) einen $unct, b. ^. bei gemeinfc^aftlit^e 
tiegi auf ber ©eraben JK ober QB. 
x% iDirb unter gegenfeitiger 3}eTtauf(^ung bon 
m fo betoiefen. 

einer @6ene A, B, C, D beftimmeu 3 ^ßaate 
CD, BC unb AD, AG unb BD, bie ©eilen 
n;ed8 ABCD, Kclt^e auf einer beliebigen ©e« 
nuolution Don ^uncten Mlben, b. ^. mit 
'er $uncte bergeflalt gemein l^aben, ba| je 4 
^Ite ^uncte boffetbe «n^armeniftöe Ser^ättnit 
ben ¥wncte. 

Sbene a, b, c, d beftimmen 3 ^Qote oon IJunt- 
ad, Ca unb bä, Welche mit einem beliebigen 
en eine Snöolution Don ®etaben bilbeu, 
prec^nben ®eraben bergeftott beftimmen, bofe 
gettö^tte ®erobe baffelbe an^otmonif(^e S5er=' 
tfprei^enben ©eraben."*) 

6fi ^ttppuB vn, 138 unb 139 Bor, ber onbm ift 
169 ^injugefügt »orbcn. ffietgl. ©teiner ftji. entw. 

fOtten bie griectift^n ©eometet Senntniß noi^^oppuS 
^at äuet(i aJtöntaneS bie 3nBOliitioii »ou "----'-- 
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©eipei«* 35ie beliebig angenommene ®exabe l^abc mit ben ®e» 
raben BC, CA, AB bie ^uncte F, G, H, mit ben ©eraben AD, BD, 
CD bie entfpred^enben $uncte F\ Q', W gemein, 2)aTin ift (9) 

{DA, DB, DC, DG) = (A, DB, C, G) 
= (BA, BD, BC, BG), 

fotgli^ auf ber ©eraben, »eld^e bie 
©uferet fd^neibet, 

{F*, G\ H*, G) == {H, &, F, G) 
= {F, G, H, ÖO. 

ÜRan l^at aber aud^ {F*, H\ G% G) 
= (F, H, G, G*) nac^ (12, I), b* 1^. 

PG* ^ rG _ FG F& 
H*& ' H'G ~ HG ' HG' 
FG' F'G FG FG' 




Ober ^^, . ^^ — ^,^ . j^,^,, 

mithin {F*, H, G\ G) = {F, H', G, G'). !Dief e ©leic^ung entfpringt an^ 
ber tjorigen burd^ gegenfeitige SSertaufd^ung Don H unb H', ober Don 
F unb F'. älfo l^aben je 4 au« ben 3 qjaaren F unb F\ G unb 
G', H unb H' getoäl^tte ^uncte baffclbe anl^armonifc^e SSerl^ältnig ate 
bie entf|)red&enbett $uncte. 

Der gugeorbnete ©afe loirb ebenfo beioiefen» 

ainmerlung. !Die ©leic^ung {F, G, H, ö') = {F*, G',H', G), burd^ 
toel^e bie 3nt>otution ber 3 ^aare F unb F*, G unb G', H unb H' 
Don 5ßuncten einer ©erabcn beftimmt »irb, fann ben Slu^brud 

F'H' G'F HG _ 
G'H' HF F'G~ 

ober nad& gegenfeitiger SBertaufd^ung Don F unb P, G unb G', 

FH* GF' HG' _ 
GW HF* FG' ~ 

ermatten unb auö (6) abgeleitet loerben. 

SBenn ein $unct ber 3nDoIution g. ©. G unenblid^ fern ift, fo 
fäüt ber entf))red^enbe ^unct G' mit einem beftimmten ^unct ju* 
fammen, ber jufo(ge ber ©leid^ung {F', H, G', G) = {F, H', G, G') fo 
Kegt, ba§ 

{F', H, 0) (F, H, 0) = \, FO.F'O = HO.H'O 

ift. Demnad^ ^at O gteid^e ^otengen in SSejug auf Äreife Fi^ unb HW. 

acnauer unterfuAt unb ben ^Warnen Sttöolutlon eiugcfül^rt. SScrgt. ^riand^on 
j%Bes du 2. ordre 8 unb ^Ottcetet propr. proj. 178, bcfottbct^ aber (5ba«lc0 
Ap. bist. Note X unb Geom. sup. 339 ff. %Vi% ber ^roiectiDlt&t ber Snboiutionen 
erfennt man bie ©üUigfeit ber obigen (^ä^e in ber @)>]^arif. 
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9Benn ein ^unct bet 3fnBolutii)ii mit bem entfjjrei 
I. H mit H' in J, bem gemeinft^oftli^n ? 
[t jufolge ber angeführten ©[eic^ung 

(F, /, (?' G'X-P', J, 0, G') = 1 
ßerbem F nnb f in ä", bem geraeinfii^aftti^cn ^ßuntt Bon BC 
infornmenfotten, fo »irb (ff, J, 6, Ö')* = 1, anb »eil OO' 
ei^ berfc^ttinben lann, 

{K, J, G. O') = — l (11). 
^aote »on Runden ober üangenten einet Sinie jtoeiten ®robe8 
re 3nbotution, toenn le 4 au« ben 3 paaren gewühlte ^uncte 
genten in ber oben (15, Mnm.) feffgefeftten Sebeutung baffelbe 
iif$e SBerWltniß ^oben, aI8 bie entfpred&enben Quarte ober 
n. 5Die ©eraben, meli^e bie entfpre^nben 'jßuntte oetbinben, 
if einen ^unct; bie ^«ncte, meli^e bie entfpre^enben Tangenten 
iben, liegen auf einer Oeroben. aJergl. niiten (21).' 
I $aare bori ©eraben eined $tjperboIoibd, unter benen ni<j^t 
einet <Sbtne liegen, btlben eine 3nbolntion, nenn je 
oren geroö^de @erabe baffelbe an^atmonifC^e SBer^ättni^ 
I.), alä bie entft)re($enben ^etaben. 

3tDei ^uncte einer Sinie jiDeiten ®tabe« unb bie 

d^t folgenbet ©eiten eine« eingeft^riebenen SBiered« 6efi 

jlution bon ^uncteii.') 

i ütangenten einer Sinie jroeiten @tabe0 nnb bie beiben 

mber Sdfjuncte eine« umgefc^riebenen Sieredd beftimm< 

n bon ©eraben. 

»eweifl. ©inb J? unb ff ^untt 
bem aiieted ABCD umgefi^riebenen i 
merben AB nnb CD, BC unb DA u 
©craben HH' in F unb /*, G nnb 
fc^nitten, fo ift bae an^armonif^e SSer 
bet ^nncte B, D, H, H' (15, änm.) 
{AB, AD, AB, AH') = (CB, CD, CS, CH'), 

') ■ 

', ö', H, H-) = (Ö, F", E, H') = {F-, O, E', Ä). 

ifo t&irb bet jugeotbnete @ofe betoiefen. 



eafguet nat^ ^aScalS äJljttbeilutig (Essai p. les coniquea, ed. 
. Stvsl.^OHceUt a. o. iD. 660BUB Ap. hist. Note X, 20. 
inb 667. 




§. 1 a)i€ ))toiectit>if^en ^crcmtn. 
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21« föcnn einer ^iitie jtoeiten ®rabeß bie giguren AB . . unb 
Ä'B' . • fo eingefd^rieBen fitib^ bag bie ©craben AA', BB\ . ,, meldte 
bie entfpred^cnben ^uncte A unb -4', ♦ . berbinben, burd^ einen ^unct 
S gel^n, fo liegen bie gemeinfd^aftlid&en ^uncte ber entf))red^enben ©craben 
AB unb A*B*, . . , AB* unb A'B, . . unb ber STangenten an entfpred^en* 
ben ?ßttncten auf einer (Seraben «. 3ebe« ^aar entfpred^enber 5Puncte 
ift bem ^uncf S unb ber ©eraben s ]^armonifd& jugeorbnet. ©ie ®e^ 
rabe s l^ei§t bie (l^armonifd&e, reciprole) polare beö ^uncte« S 
in ©ejug auf bie Sinie gmeiten ©rabe«. 

©enn einer ßinie jtoeiten ©rabe« bie giguren ah . . unb a'5' . . fo 
umgefd^rieben finb, ba§ bie ^uncte aa\ bb\ . ., meldte bie entfjjred^en* 
ben ©eraben a unb a*, . . gemein l^aben, auf einer ©eraben s liegen, 
fo gel^n bie ©eraben, toetd^e bie entfpred^cnben ^uncte ah unb a'b*, . ., 
ab' unb a% . . unb bie ©erül^rung^jjuncte bon entfpred^enben 2iangenten 
i)erBinben, burd^ einen ^unct S, 3ebe« $aar entf^)red^enber Jlangenten 
ift ber ©eraben s unb bem ^unct S 
l^armonifd^ jugeorbnet. !E)er ^unct S 
l^eißt ber (l^armonifd&e, xtdpxotz) ^ol 
ber ©eraben s in SÖejug auf bie 
Sinie jtt)citen ©rabe«.*) 

Setoei«. 3ftba«®cd^«edt^^CM'5'(7 
einer Sinie jweitcn ©rabe« Beliebig ein* 
gefc^rieben, fo liegen nad^ 5ßa«car« Xf)^o^ 
rem (17) bie gemeinfi^aftlid^en ^uncte 
ber ©eraben 

AB unb A'B\ BC unb B'C, CA' unb CA 

aud^ bann auf einer ©eraben^ toenn O 
jmt A\ C mit A, fotglid^ CA' mit ber 
S^angente a\ CA mit ber SEangente a ber 
Surbe sufammenfSlIt. iBejeic^net man 
alfo bie gemeinfd^aftlid^en ^uncte bon 
AA' unb BB\ AB unb A'B', AB' unb 
A'B, a unb a' burd^ S, T, ü, V, fo 




*) 2)ic l^armomfd^e t^txlm^ öon aa* burA S unb « ttjar ben arled^tfd^cn 
©eomctcrn befonnt: a^b^oWoniix« Conica IH, 37. «pa^)^u« VE, 161. SSergl. 
$taniui. §. 14, 5 unb ©tctcom. §. 5, 12. 2)er obige ^at tourbc öoaftSnbiocr 
crgrünbct bur(3^ Sal^irc (Sect. con.) unb aWocIaurin (de lin. geom. propr. 11, 
Slnl^ong ber moebra). , SSergl. ^oucclet propr. proj. 186. 194. 3)te »eitere 
«ebeutung be« @a*c« ip befonber« öon «riau^on J. de TEc. polyt. Cah. 13 
p. 297 ertonnt »orben. »crgl (£^a«lc« Ap. bist. p. 397 b. Ueberf. @tcincr 
fi?jl. (gntto. 44. (£]^a«U« Cßom. sup. 675 fl. rnib bie «nm. ju ©tereom. §. 1, 9. 
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lieflctt T, ü, V auf einer ©craben. 5Run bitben bie ©erabeii AB 
A*B', T8, TU einen ^armonifi^en SBttfdf^ef (11), ba^er ift aud^ (9) 

(Ä, A\ S, TU) = - i, 
(AV, A*V, 8V, UV) = — 1. 

3ie^t man ferner burd^ S eine (Serabe, meldte bie Surbe in C unb C 
fd^neibet, unb bejeidf^net ben gemeinfd^aftlid&en ^unct ber ©eraben AC 
unb A'C t>nxäf W, fo f)at man 

(AV, A*V, SV, WV) = — 1, 

löorau« folgt, bag W auf ber ©eraben UV liegt, u» f, U). 

!J)er gugeorbnete ©a^ toirb eben fo betoiefen. 

Slnmerlung. SBenn bie $aare bon entfpred^enben ^uncten A 
unb A*, B unb B*, C unb C einer 8inie jtoeiten ®rabe^ fo liegen, ba§ 
bie ©eraben AA', BB', CO burd^ einen $unct 8 ge^n, fo bilben fte 
eine Subolution (19, 2lnmO. Unb ibenn bie ^aare bon entfjpred^enben 
Sangenten a unb a\ b unb b', c unb c' einer ginie gujeiten ®rabe« 
fo liegen, ba§ iljire gemeinfd^afttid^en ^uncte aa\ bb', cc' einer ©eraben 
8 angel^ören, fo bilben fie eine Subotution. ÜDenn bie gemeinfd^afttid^en 
^uncte »on AB unb A'B',AO unb A'C, ACm\> A'C liegen auf einer 
©eraben, ber polare bon S. SDal^er ift (9) 

(AA*, AB, AC, AC) = (A'A, A'B% A'C, A'C), 

b. % ba« anl^armonifd^e SSer^ättniß ber ^uncte A', B, C, C ber Sinie 
gleiten ©rabed ift bem anl^armonifd^en äSerl^ältnig ber entf:|)re(^enben 
^uncte A, B', C, C gteidf^ u. f. ti). 



SBenn bie ©crabe s bie polare be^ ^uncte« S in SSejug auf 
eine 8inie jmeiten ©rabe« ift, fo ift ber ^unct S ber ^ol ber ©eraben 
s. äßäre ber $unct T ber ^ol bon «, fo »äre für jmei 2:augenteu a, 
a*, bie mit s benfelben $unct gemein l^aben unb bie (Surbe in A unb 
A* beriil^ren, 

{A, A\ 8, T) = (a, a\ 8, T) ^ ^ 1, 

fotglid^ {A, A', s, S) bon — 1 berfd^ieben, gegen bie über S gemad^te 
35orau«f e^ung, 

SBenn s bie polare »on 8 ift unb mit ber (Surbe ben ^unct E 
gemein Ijiat, fo ift bie ©erabe 8E eine J^angente ber Surbe. ^at bie 
©erabe 8E mit ber Surbe ben ^unct E' gemein, fo ift 

(E, E', s, 8) = — 1. ■ 

SBeit aber E auf s liegt, fo liegt aud^ E' auf s, b. 1^. EE' tjerfd^toinbet 
SDal^er ift jebe ©ei^ne ber Sur»e bie polare be« ^uncteö, »eld^en bie 
S^angenten il^rer Snbpuncte gemein l^aben. 3nöbefonbere ift iebe 2^an^ 
gente bie polare i^red Serül^rungd:|)uncte^. 
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SBcnn bic ©erabcn t, u, v, . . burd^ ben ^unct 8 gel^n, fo liegen 
il^re ^ole auf ber polare s be« ^iincte« 8. SBcnit nämltd^ bie ©erabe 
t bie Surbe in P unb P' fd^neibet, fo ift il^r $ot ber gemeinfci^aftnd^e 
^unct ber burd^ P unb P' gel^enben 2^angenten, toeld^er auf ber Notare 
t)on >S' Regt (21), SBcnn bie ®erabe u bie (Surbe berül^rt, fo ift il^r 
^ol ber ©erül^runggpunct, ipetd^er auf ber polare bon 8 liegt. SBenn 
bie (Serabe v bie (Surbe meber fd^neibet nod^ berül^rt, fo gel^n burd^ 
ben ^unct sv jtoei 2:angenten ber Surbe, bie foipol&l mit v unb il^rem 
^ol V, al« aud^ mit 8 unb s mm l^armonifd^en Süfd^el beftimmen; 
nun gel^t v burd^ 8, alfo liegt V auf s, 

parallele ©eignen einer ginie jttjeiten Orabet, toeld^e ben unenblid^ 
fernen ^unct 8 gemein l^aben, merben ion ber polare s beffelben l^al* 
birt; bie polaren bon unenblid^ fernen 5ßuncten finb üDiameter ber 
Suröe* !Die polare ber SUiitte eine« ÜDiameter« gel^t burd^ ben unenb*» 
lid& fernen ^unct be« ÜDiameter« unb burd^ ben unenblid^ fernen ^ot 
beffelben, ift alfo unenblid^ fern; eine®erabe, bie burd^ bie 3Kitte eine« 
Diameter« gel^t, l^at einen unenbtid^ fernen ^ol unb ift ein Diameter 
ber Surbe. ?ltle SDiameter berfelben l^aben olfo eine gemeinfd^aftlid^e 
äßitte, ben ^ol ber unenblid^ fernen ©eraben (©tereom- §. 1, 4), ba« 
Sentr um ber Sinie jttjeiten ®rabe«. 

33. SBenn bie ^uncte A, B, C, D auf einer ®eraben liegen, fo 
bilben il^re ^olareif in ©ejug auf eine Sinie jmeiten ®rabe« a, h, c, d 
einen öüfd^el bergeftalt bag*) 

{A, B, C, D) = (a, h, c, d). 

©emei«, ^\i 8 ber ^ol ber ©eraben s 
in Sejug auf ben ^rei« {M), fo gel^n burd^ 
8 bie polaren a, ft, c, c? ber auf « liegenben 
^uncte A, B, C, D (22). Die ®eraben MA, 
MB, . . finb normal ju a, ft, . . . 2)re]^t man 
bie gigur MAB . . in i^rer gbene um ben ^unct 
M, bi« MA mit a paxaM ift, fo loerben MB, 
MC, MD mit b, c, d parallel, folglid^ ift 

(MA, MB, MC, MD) = (a, b, c, d), 
{A, B, C, D) = (a, b, c, d), 

ttjie oben (15, Snm.) in bem galle gefunben lourbe, baß A, B, C, D 
^uncte ber 8inie jmeiten ®rabe« bebeuten. 




*) 3«öbiu0 bari^c. (£alc. 290. 3«agnu« 2(ufgaben I.p. 65. (S^aölcS G^om. 
snp. 691. 
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